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В статье описывается вариационный метод расчета напряженно-деформированного состояния нагружен-
ных стержневых систем, усиливаемых материалом с большими деформативными и прочностными характе-
ристиками по сравнению с основным материалом конструкции. Излагается методика определения эффек-
тивности усиления нагруженных конструкций с учетом упругопластической работы материала.  
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In the article the variational method of calculation stress – strain state of the loaded beams structures strengthened by 
other material is described. The procedure is presented to determine the strengthening effectiveness on loaded beam 
structures with taking into account elastic-plastic works of material 

 
Известно, что в статически неопределимых 

конструкциях с изменением соотношения жесткостей 
её элементов происходит перераспределение усилий 
между ними. Усилия концентрируются в зонах боль-
ших жесткостей и уменьшаются в элементах, жест-
кость которых понизилась или осталась неизменной. В 
случае, если произвести ремонт статически неопреде-
лимой конструкции материалом, у которого деформа-
тивность ниже, чем у основного материала конструк-
ции, происходит дальнейшее перераспределение уси-
лий от добавочной нагрузки не только в самом ремон-
тируемом элементе, но и между элементами статиче-
ски неопределимой конструкции пропорционально 
изменившемуся соотношению жесткостей элементов. 

Особенности, возникающие при применении 
для усиления материалов с характеристиками, отлич-
ными от таковых у основного конструкционного мате-
риала, обязательно необходимо учитывать при оценке 
напряженно-деформированного состояния усиливае-
мых конструкций, так как эти особенности, наряду с 
уровнем существующих начальных напряжений, су-
щественно влияют на эффективность усиления. 

Теоретические и экспериментальные исследо-
вания, направленные на выявление влияния соотноше-
ния деформативностей ремонтного и основного мате-
риалов на степень восстановления несущей способно-
сти элементов конструкций, отремонтированных без 
вывода из напряженного состояния, были выполнены в 
монографии [1]. Были даны расчетные методы проек-
тирования ремонтов статически определимых конст-
рукций и, в первую очередь, подбора механических 
характеристик ремонтных материалов.  

Экспериментальные исследования напряжен-
но-деформированного состояния, а также расчетная 
методика оценки степени восстановления несущей 
способности статически неопределимых конструкций, 
усиленных под нагрузкой, представлены в работе [2]. 

Определению несущей способности усиливае-
мых нагруженных конструкций с учетом упругопла-
стических деформаций посвящены работы [3 – 5].  

Вариационному методу расчета напряженно-
деформированного состояния усиливаемых нагружен-
ных конструкций  посвящено работа [6, 7].  

В публикациях [1 – 5], особенности прочно-
сти и деформирования конструкций, усиливаемых в 
напряжённом состоянии,  изучались, в основном, 
для элементов, имеющих, как правило, простейшие 
формы поперечного сечения. В работах [6, 7] рас-
сматривались случаи усиления конструкций мате-
риалом идентичным основному материалу конст-
рукции. 

В данной статье описывается вариационный 
метод определения эффективности усиления нагру-
женных конструкций, усиливаемых иным материалом. 

Особенности, возникающие при примене-
нии для усиления материалов с характеристиками, 
отличными от таковых у основного конструкцион-
ного материала, рассмотрим на примере усиления уча-
стка стержня (рис. 1а), когда модуль упругости эле-
мента усиления 2E  больше чем модуль упругости 

основного материала конструкции 1E   1EE 2  (рис. 

1а). В рассматриваемом примере нh  – высота исход-

ного поперечного сечения, h – высота элемента 

усиления, уh – высота сечения после усиления. 

Усиление проводится без полной разгрузки конст-
рукции, при наличии в поперечном сечении ремонт-

ных  напряжений р
x  (рис. 1б). После усиления от 

воздействия добавочных эксплуатационных нагру-
зок возникают дополнительные напряжения  . 

 
Рис. 1 – Схема усиленного элемента (а) и эпюры 
нормальных напряжений: б – при действии ре-
монтных нагрузок; в – при действии дополни-
тельных нагрузок после усиления; г – эпюра ре-
зультирующих напряжений; д – эпюра результи-
рующих напряжений, при упругопластических 
деформациях 
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Эпюра этих напряжений в зоне упругих деформаций 
показана на рис. 1в. Результирующие нормальные на-
пряжения, приведенные рис. 1г, получаются в резуль-

тат наложения   на р
x . При увеличении нагрузки 

после усиления, напряжения на одной из граней уси-
ленного сечения достигнут величины  предела текуче-
сти Т , а напряжения на противоположной грани се-

чения – увеличиваться. В случае, когда при наложении 

x  на р
x , возникли пластические деформации,  ре-

зультирующая эпюра напряжений y
x  (рис. 1д) не  

является арифметической суммой x  и р
x , так как в 

этом случае произойдет перераспределение напряже-
ний. Поэтому величины ΙΙΙ , ΙΙ-ΙΙ , Ι-ΙΙ  и высота зо-

ны пластических деформаций a  являются неизвест-
ными и находятся при решении задачи.  

Для решения задачи упругопластического де-
формирования стержневой системы использовался  
вариационный метод. Этот метод позволяет учитывать 
физико-механические характеристики основного мате-
риала конструкции и материала элемента усиления, а 
также такие особенности, как увеличение размеров 
поперечного сечения стержня конструкции, усиливае-
мого под нагрузкой, наложение полей напряжений, 
сопровождающееся возникновением пластических 
деформаций, наложение напряжений, обусловленных 
различными факторами, в том числе и технологиче-
скими. 

Принимались основные допущения и соотно-
шения теории стержней с учетом сдвигов [8].  

На первом этапе, используя методику, изло-
женную в [6], определяются деформации и напряже-
ния в элементах  поврежденной упругой стержневой 
системы, при действии ремонтных нагрузок. При этом 
полагаем, что деформации, возникающие в конструк-
ции до и после усиления,  являются только упругими. 

Затем, на втором этапе расчетов, определяют-
ся напряженно-деформированное состояние конструк-
ции после усиления. Напряжения и деформации в уси-
ленной конструкции определяется с учетом действия 
эксплуатационных нагрузок и наличия ремонтных  
напряжений. 

После усиления, при действии дополнитель-
ной эксплуатационной нагрузки допускается возник-
новение упругопластических деформаций в материале 
усиливаемой конструкции. В этом случае для описания 
напряженно – деформированного состояния стержне-
вой системы используется теория идеально пластиче-
ского тела. В тех точках стержня, где возникают упру-
гие деформации, зависимость между напряжениями и 
деформациями описывается законом Гука, а в точках, 
где возникают пластические деформации, согласно 
критерию пластичности Губера – Мизеса, считается 
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 Здесь у
i - интенсивность нормальных напряже-

ний после усиления; р
xy , р

xz  - касательные напряже-

ния, действующие в сечении в период усиления; 

xy , xz  - добавочные касательные напряжения, 

возникающие в сечении элемента после усиления. 
Для определения перемещений элементов 

стержневой системы после усиления  используется 
вариационное уравнение следующего вида:  

            0 WUU плупр ,                 (1) 

где упрU  - вариация потенциальной энергии де-

формации стержневой системы в зоне упругих де-
формаций; плU  - вариация потенциальной энергии  

в зоне пластических деформаций; W  – вариация 

работы внешних сил. 
Выражения для упрU  и плU  в этом слу-

чае записываются в виде 
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В выражениях (2) и (3) упрl , плl - длины 

участков стержневой системы, в которых возника-
ют, соответственно, только упругие и упругопла-
стические деформации; 11 GE , , 22 GE ,  – характе-

ристики упругости соответственно основного мате-
риала конструкции и материала используемого для 

усиления конструкции (ремонтный материал); п
упрA , 

рем
упрA  – площади области упругих деформаций со-

ответственно в зонах основного материала конст-
рукции (область I на рис.1,а) и ремонтного материа-

ла (область II на рис.1,а); у
плA  – площадь области 

упругопластических деформаций усиленного сече-

ния;   xzxyx ,,  – нормальные и касательные 

напряжения, возникающие в зоне пластических де-
формаций. 

Напряжения, действующие в области пла-
стических деформаций сечений стержней                       

KKK у
xzxz

у
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у
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Т
у
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Вариация работы внешних сил имеет следую-
щий вид: 
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,
~      –    добавочные нагрузки, дейст-

вующие после усиления конструкции. 
Отличительная особенность выражений (2) со-

стоит в том, что в них входят, возникающие в период 
усиления (ремонта),  нормальные и касательные на-

пряжения р
xz

р
xy

р
x  ,, , действующие в областях по-

перечных сечений стержней с площадью пА  (область 

I), являющихся только частью области увеличенного 
при усилении.     

Для вычисления интегралов, которые содер-
жаться  в уравнении (2), используется численное ин-
тегрирование с использованием формулы Гаусса. Ин-
тегрирование проводится по длине стержней и по 
площади их  поперечных сечений, согласно методике, 
описанное в [6].  

С использованием выражений (2) и методики, 
которая изложена  в [6], определяются перемещения 
стержней, Затем, подсчитываются деформации 

xzxyx  ,,  и напряжения xzxyx  ,, , возникающие в 

конструкции после усиления.  
Для нахождения областей пластических де-

формаций в стержнях используется итерационный ме-
тод. На первой итерации деформации считаются упру-

гими ( 0у
плA ), а на последующих итерациях, в каж-

дой точке интегрирования )( , jj zy  проверяется выпол-

нение условия Т
у
i     .                                                                                             

Если это условие  выполняется, то 0плA ,  если не 

выполняется, то нужно находить плA . Итерационный 

процесс заканчивается при выполнении условия  
         %10011 nnn MMM , где  - заданная ве-

личина погрешности,  nM  и  1nM – наибольшие из-
гибающие моменты в сечениях элементов стержневой 
системы после усиления на шаге )(n  и )( 1n . 

Приведем пример расчета рамной конструк-
ции, при схеме загружения, приведенное на рис. 2. 
Элементы рамы имеют прямоугольную форму                       
поперечного сечения (рис. 3, а). Геометрические ха-
рактеристики сечений элементов рамы до усиления 
были следующими: стойки рамы  мb 050, , 

мh 080, ; размеры сечения ригеля мbp 050, , 

мhp 10, . Характеристики основного материала кон-

струкции мПаE 158001  , мПаR 10 (здесь R  – 

расчетное сопротивление материала).  

 
 

Рис. 2 - Расчетная схема рамы 
 
Полагаем, что в период усиления   сечение 

правой стойки рамы увеличивается по сравнению с 
первоначальными размерами.  При этом высота 

усиленной стойки становиться равным мhy 110, . 

Усиление рамы проводилось   при разных значениях 
относительного  уровня   ремонтных   напряжений   

Rр /~  .   Для   усиления правой стойки рамы 
используются материалы с более высокими физико-
механическими характеристиками, чем основной 
материал конструкции. 

 
Рис. 3 - Графики зависимости   ~f  

 
Расчеты производились при разных соот-

ношениях модулей упругости материала элемента 
усиления к основному материалу конструкции 

12 EEK / . По результатам расчетов, проведенных 

с учетом только упругих деформаций, получены 
графики зависимости   ~f  (линии 1 на рис. 3), 

где   – показатель степени возрастания первона-
чальной несущей способности конструкции, равное 
отношению несущей способности  конструкции по-

сле усиления yS  к её несущей способности до уси-
ления S  [1].  В  рассматриваемом примере  показа-
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тель   вычисляется по формуле FF у / , где F  и 
уF – нагрузки, воспринимаемые рамной конструкцией 

до и после усиления. 
Результаты расчетов позволили установить, 

что несущая способность усиленного под напряжени-
ем конструкции при применении для усиления мате-
риалов, деформативные характеристики которых вы-
ше, чем у основного материала конструкции 
 1EE 2 , получаются больше по сравнению со случа-

ем, когда усиление производится материалом,  иден-
тичным основному материалу конструкции  1EE 2 . 

Из графиков на рис. 3 (линии 1), полученные по пред-
лагаемой методике при разных фиксированных значе-
ниях K  видно, что с увеличением соотношения де-
формативных характеристик ремонтного и основного 
материалов степень повышения первоначальной несу-
щей способности конструкции возрастает.  

Для сопоставления на рис. 3 также приведены 
графики   ~f , полученные по методике, изложен-

ной в [2] (линии 2). Расхождение результатов расчетов 
по предлагаемой методике от результатов, полученных 
по методике [2] при 40.~    и 2K  составляет 7 % .   

Результаты проведенных расчетов с учетом 
упругопластических свойств материала приведено в 
виде графика   ~f  (линия 3 на рис. 3). Расчеты бы-

ли выполнены для случая усиления правой стойки ра-
мы материалом с модулем упругости 12 2EE  . На-

гружение рамы при разных значениях ~  производи-
лось до достижения значения размера области пласти-

ческих деформаций 2у
пл мA 000450.  (8,2 % от пло-

щади сечения после усиления) в наиболее нагружен-
ном правом опорном сечении рамы. Полученные ре-
зультаты показывают, что учет упругопластических 
свойств материала позволяет увеличивать степень вос-
становления первоначальной несущей способности 

конструкции от 16 % при 20.~   до 21 %  при 
60.~   по сравнению с результатами, полученными 

с учетом только упругих деформаций (линии 1 на 
рис. 3).  
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