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ПОСТАНОВКА  ЗАДАЧИ  ЧИСЛЕННОГО  МОДЕЛИРОВАНИЯ  КОНЕЧНЫХ  ДЕФОРМАЦИЙ  МКЭ 
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В работе излагаются основы методики численного исследования конечных деформаций изотропных 
гиперупругих тел, ориентированной на применение МКЭ. Первый раздел посвящен кинематике конечных 
деформаций в Лагранжевой системе координат, вводятся тензоры и меры деформации, определяющих 
скорости, приведены различные тензоры напряжений. Во втором разделе формулируются физические 
соотношения гиперупругой изотропной среды, используя уравнения термодинамики. В третьем разделе 
приводится разрешающее линеаризованное уравнение в текущей конфигурации и выводятся соотношения, 
определяющие скорость изменения тензора напряжения Коши-Эйлера как линейной функции от тензора 
пространственного градиента скорости. 

Keywords: a method of finite elements, finite strains, metric tensor. 
 

In paper the fundamentals of a technique of numerical research of finite strains of the isotropic hyperelastic bodies, 
oriented on application FEM are stated. The first section is devoted kinematics of finite strains in the Lagrangian 
frame, tensors and measures of the strain, defining are entered speeds, various tensors of stress are reduced. In the 
second section physical parities of the hyperelastic isotropic environment are formulated, using the thermodynamics 
equations. In the third section it is reduced resolving the equation in a current configuration and the parities defining 
speed of change of a stress tensor of Koshi-Euler as linear function from a tensor of a spatial gradient of speed are 
output. 
 

Введение 

Моделирование напряженно -деформирован- 
ного состояния сложных технических изделий из 
упругих материалов, допускающих значительные 
деформации, возможно лишь с применением 
современных вычислительных технологий на базе 
МКЭ. Варианты постановки задачи и возможных 
алгоритмов решения представлены в работах [1-4, 17]. 
Они основаны на фундаментальных результатах 
нелинейной механики упругих сред, изложенных в 
известных монографиях и учебных пособиях 
[6,7,9,11,13,14,15,16]. Как правило, используется 
Лагранжевое описание кинематики среды и 
трехмерная постановка. В качестве Лагранжевых 
координат в [2-4] используются декартовые 
координаты материальных точек в исходной 
конфигурации. В этом случае структурные 
соотношения имеют простейший вид. Однако при 
конечно-элементной дискретизации для каждого 
конечного элемента (КЭ) вводится локальная 
криволинейная система координат, так как каждая 
материальная точка среды однозначно 
идентифицируется значениями этих локальных 
координат и номером КЭ. Поэтому представляется 
целесообразным сформулировать задачу в этих 
координатах, в общем случае криволинейных и 
неортогональных. 

В настоящей работе дается постановка 
задачи численного моделирования конечных 
деформаций гиперупругих сред ориентированная на 
применение МКЭ и изопараметрической 
аппроксимации. В частности в первом разделе 
приводятся основные соотношения кинематики 
конечных деформаций с представлением тензоров в 
различных базисах. Второй раздел посвящен 
построению определяющих соотношений для 
гиперупругих изотропных сред с использованием 
пространственных тензоров. В третьем разделе 
приводится линеаризованное уравнение на шаге 

нагружения, и строятся выражения для скорости 
тензора напряжений как линейно зависящие от 
тензора пространственного градиента скорости. 

Кинематика конечных деформаций 

Процесс деформирования будем 
рассматривать в некоторой инерциальной системе 
отсчета, в которую введем декартовую систему 
координат с ортами 1 2 3, ,e e e

  
. 

Пусть в исходной конфигурации радиус – 
вектор материальной точки имеет вид 

   1 2 3, , ,i
iR X e  

 
                    

где 1 2 3, ,    - криволинейные Лагранжевы 

координаты. 
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- элементарный объем 
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- метрический тензор 
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По аналогии в актуальном состоянии 
введем 
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- радиус – вектор материальной точки 
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- метрический тензор 
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В дальнейшем нам понадобится вектор 
скорости  , который определим в следующем виде 

 1 2 3, , ,i
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r e

dt
      


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где t  –  время. 
В задачах статики под вектором скорости будет 
пониматься приращение радиус – вектора r


по мере 

нарастания деформаций, то есть, фактически,   есть 

вектор приращений перемещений U


, где U


–  
вектор перемещений. 
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Введем в рассмотрение группу тензоров, 
описывающих кинематику среды  при ее деформации. 
- Тензор градиента деформации 
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- Тензор градиента места 
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- Обратный тензор градиента деформации 
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- Обратный тензор градиента места 
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Отметим, что задание обратного тензора 
деформации в виде (2) может оказаться весьма 
неудобным, так как его компоненты вычисляются 
дифференцированием по координатам текущей 
конфигурации, которая часто является неизвестной 
и подлежит определению. В этом случае 
целесообразно воспользоваться следующим 
представлением 
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Обратный тензор градиента места определяется как 
транспонированный тензор. 

Далее при описании деформации будем 
использовать 
- Правый тензор Коши – Грина (мера деформации 
Коши – Грина) 
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- Левый тензор Пиолы (мера деформации Альманси) 
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- Тензор деформации Коши – Грина 
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- Тензор деформации Альманси 
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Отметим, что компоненты тензоров 
деформаций Коши – Грина и Альманси в 
криволинейных базисах совпадают между собой. 
Справедливо соотношение, связывающее тензоры 
деформации Коши – Грина  и Альманси 

           ,T
E F A F                    (5) 

которое характерно для многих пространственных и 
материальных тензоров. Обратное преобразование, 
то есть 

             1 1 ,
T

A F E F     

преобразует метрический тензор в 
пространственный. 

Теперь рассмотрим тензоры, используемые 
для описания течения среды. Базовыми тензорами 
здесь являются 
- Тензор пространственного градиента скорости 
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- Тензор деформации скорости 
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- Тензор скорости поворота 
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Введем в рассмотрение материальную 
производную (полную производную по времени) 
тензора деформации Коши – Грина 
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Далее воспользуемся следующими 
преобразованиями. Из (1) следует 
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Из (7) следует 
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Таким образом, скорость изменения тензора 
деформаций Коши – Грина (9) и тензора деформаций 
скорости (8) в криволинейных базисах имеют 
одинаковые значения компонент. Следовательно, 
справедливо 

                                 1 1 .
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Запишем (11) с учетом (5), (6) в виде 
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Выражение в правой части (12) называют 
производной Ли (Lie Rate), для которой, с учетом 
(10), справедливо выражение 
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По аналогии с операцией 
дифференцирования по времени определим 
вариации основных тензоров. 
Итак, справедливо: 
- из (9) следует 
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- из (6) имеем 

     
,

,k k i j
i j ij i j

k i j

h r r r h e e         

где 
, , .k k m i n j

ij m n
k

h r r r    

Физическая модель гиперупругого тела 

Для построения определяющих 
соотношений воспользуемся вторым уравнением 
термодинамики для изотермического 
деформирования упругой изотропной среды в виде 

    0.d                           (14) 

Здесь   – плотность материала,   – функция 

свободной энергии,    – тензор напряжений 

Коши,  d  – тензор деформации скорости, который 

определяется различными формами (8), (10-13). 
Построим общие структурные 

соотношения, принимая в качестве базового 
выражения – тензор деформаций Альманси (4). 
Выбор базового тензора деформаций предполагает, 
что функция свободной энергии зависит от 
компонент этого тензора. Таким образом, будем 
считать заданной функцию 
                                    .A                                (15) 

Согласно правилу дифференцирования 
скалярной функции по тензору [5,11] имеем 

                                    ,A
A

     
                      (16) 

где появляется тензор второго ранга 
A

 
  

. 

Воспользуемся соотношением (12), из 
которого следует, что 



213 

           T
A d A h h A       

                  .d A d d A A A                (17) 

Подставим (17) в (16) и далее в уравнение (14) и 
получим 

          d A d d A
A

             
 

                         0.A A d                      (18) 

Преобразуем уравнение (18) к форме 

       A A d
A A A

   
                                

 

                0.A A
A A

                       
            (19) 

Так как тензор деформации скорости  d  и тензор 

скорости вращения    являются совершенно 

независимыми тензорами, то из (19) следуют два 
уравнения 

               ,A A
A A A

                               
       (20) 

                             .A A
A A

              
                    (21) 

Соотношения типа (20) называются физическими 
(определяющими) соотношениями или уравнением 
состояния и, по сути, определяют тензор напряжения в 
виде функции от тензора деформации. Уравнение (21) 
является ограничением на выбор функции свободной 
энергии (15). 

С учетом (21) определяющие соотношения 
(20) можно записать либо в виде 

       12 ,g A B
A A

                     
 

либо 

       12 .g A B
A A

                      
 

Оба выражения эквивалентны, вследствие 
справедливости (21). 

Для изотропного материала, свойства 
которого не зависят от направления, функция удельной 
потенциальной энергии деформации должна зависеть 
лишь от инвариантов соответствующих тензоров. 
Следовательно, выражение (15) упрощается до 
скалярной функции, зависящей от главных 
инвариантов 

 1 2 3, , .A A AI I I   

Здесь, и далее, обозначение скаляров упростим, а 
именно 

1 1 2 2 3 3, , .A A AI I I I I I    

В результате, после несложных преобразований, 
получим 

                     1
1 2 1 2 3 3 ,I g A I A              (22) 

где 

1 2 3
1 2 3

, , .
I I I

         
  

  
 

Для получения представления тензора напряжений 

   в виде суммы диад по соответствующему 

базису, необходимо определить, в каком базисе 
определен тензор деформаций Альманси. Наиболее 
простой вид получаем при использовании базиса ie


. 

В этом случае 

   
,

ij i j
i j

e e   
  

и 

  *
1 2 1 2 3 3 ,ij ij ij ijI A I A           

где *
ijA  образуется как матрица, обратная  ijA . 

При использовании базиса текущей 
конфигурации получаем представление 

     i j ij
ij i jr r r r   
  

 

и 

  *
1 2 1 2 3 3 ,ij ij ij ijI g A I A         

где 

ij ij ijA g G   
*
ijA  – компоненты обратного тензора в базисе  i jr r


, 

которые имеют достаточно сложный вид [6,11]. 
В практической реализации, вычисление 

компонент *
ijA  значительно проще, чем *

ijA . Поэтому 

целесообразно вычислять *
ijA  по *

ijA . Для этого из 

тождества 

     * * 1

,

i j
ij ij i j

i j

A r r A e e A      

получим 

 * * *

,

.m n
ij i mn m n j mn i j

m n

A r A e e r A r r         

Контравариантные компоненты тензора напряжений 
определяются в виде 

.ij mi nj
mn g g   

Таким образом, представленные 
соотношения позволяют вычислять компоненты 
тензора напряжений в различных базисах при 
известных исходной и деформированной 
конфигурациях. 

Разрешающее уравнение на шаге 
нагружения 

Примем в качестве базового соотношения 
вариационное уравнение принципа виртуальных 
скоростей в текущей конфигурации, которое для 
задач статики можно записать в виде 

               * * ,n

V V S

d dV f dV t dS


        
 

    (23) 

где *f


- вектор заданных внешних объемных сил, 
*

nt


- вектор заданных напряжений на части 

поверхности S , на которой определены силовые 
граничные условия. Технология вычислений 
представляет собой метод последовательных 
нагружений с определением текущей метрики, как 
основной для вычислений. Итак, процесс 
деформирования представим как 
последовательность равновесных состояний kV , 
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которые реализуются при заданных значениях 

внешних сил *k f


, *k
nt


. Определим в качестве основной 

неизвестной величины вектор скорости k , который 
можно трактовать как вектор приращения текущей 
конфигурации при переходе к состоянию 1kV  , 

                                1 ,k k k kU r r    
  

  (24) 
где 

          1 2 3, , .k k i
ir x e  

 
 

Разрешающее уравнение на текущем шаге 
строится путем линеаризации исходного уравнения 

(23)  в предположении 1
k i

k jx




� . Детали построения 

линеаризованного уравнения приведены в [1,4,5]. В 
результате имеем 

     1

2
k

k k k

V

d       

       T Tk k k kh h h h        
 

    *
k i

k k k
kk i

d f dV
x

   
             

 
 

  * *

k

k i
Tk k k

n n kk i

S

t h t dS
x

 
             


 
 

          *

k k

k k
k n k

V S

f dV t dS


      
    

    * * .
k k

k k k k
k n

V S

d f dV t dS


   
         
  
 

 
 

Чтобы полностью определить это уравнение 
необходимо построить выражение скорости 

напряжений  k  для известной конфигурации k r


 

через неизвестный вектор скорости (24) в виде 
линейной функции. 

Рассмотрим общий случай изотропного 
материала с определяющим уравнением (22). Индекс 
« k » для сокращения записи опустим. Справедливо 

      1 2 1 2 1 1 2 1I I g I g            
    

     1
2 2 3 3A A I A         

      1 1
3 3 3 3 .I A I A                   (25) 

Далее распишем каждое из слагаемых 

   
2 2

1 2

1 2
i

i i

I I
A A

I I A I I A

   
                    

   

 
2

3

3i

I
A

I I A

         
  

     
2 2

1
1 2i i

g I g A
I I I I

  
  

         
 

     
2

1
3

3

.
i

I A A
I I

  
 

  
  

Здесь использовались следующие представления 

     1
1 ,

I
I A g A

A

      
   

       2
2 1 ,

I
I A I g A A

A

          
   

     13
3 3 .

I
I A I A A

A
      

   

Справедливо тождество 

                                         1 .A A g                     (26) 

Если продифференцировать по времени тождество 
(26), то получим 

               1 1 1 .A A g A A       
   

Итак, удалось построить выражения всех 
слагаемых в соотношении (25) через два тензора 

скоростей  A  и  g . Причем все тензоры, которые 

свертываются с ними, однозначно определяются 
текущей конфигурацией k r


 и могут быть 

вычислены по соответствующим формулам. Теперь 

необходимо выразить тензоры  A ,  g  через 

пространственный тензор градиента деформаций (6) 
в виде линейной зависимости. 

Из (12) имеем 

            ,Tk k k k k kA d h A A h          (27) 

то есть с учетом соотношения (8)  k A  есть 

линейная функция от  kh . 

Из соотношения (4)  получаем 

                                   12 .g A B                        (28) 

Из (3) следует 

             1 1 1 1 1 .
T T

B F G F F G F             

Дифференцируя по времени тождество 

     1 ,F F G    

получим 

           1 1 1 1F F F F F h            

и подставим его 

         1 1 1TT
B h F G F         

        1 1T
F G F h       

                                1 1 .
T

h B B h                    (29) 

Собирая  вместе  представления (26),   (27) и  (28), 
получаем выражение 

           2
T

g d h A A h         

        1 1T
h B B h       

             1 12 2 2
T

d h A B A B h                

         2 ,
T

d h g g h      

то есть соотношение полностью аналогичное (27). 
Таким образом, представление для скорости 

изменения тензора напряжений (25) в глобальном 
базисе, то есть в виде 

   
,

k k
ij i j

i j

e e      

допускает представление 

                                    .k k mn k
ij ij mnG h                (30) 
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Выражение для k mn
ijG  из (30) легко строится с 

помощью вышеприведенных соотношений. 
Следовательно, скорость изменения напряжений есть 
линейная функция, зависящая от градиентов 
скоростей. 

Заключение 

Полученные соотношения представляют 
собой теоретическую основу конечно – элементного 
алгоритма исследования конечных деформаций 
нелинейно-упругих тел при силовом их нагружении. 
Необходимо лишь добавить конкретную физическую 
модель в виде выражения функционала свободной 
энергии, справедливого для соответствующего 
материала. Некоторые рекомендации по их выбору 
даны в работах [8,10-14]. 
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