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В настоящей работе предложена математическая модель зародышеобразования и роста частиц из перена-
сыщенного и переохлажденного флюидного раствора на основе капельной теории вблизи критической точки 
расширяющегося в канале и в свободной струе флюида. Для учета влияния флуктуаций на процессы гидроди-
намики, массообмена, фазового равновесия и зародышеобразования использовано кроссоверное уравнение со-
стояния Киселева. Для нахождения полей температуры, давления, плотности и скорости потока использова-
на система уравнений Навье-Стокса, которая решается пакетом программ Ansys Fluent. Поток флюида 
предполагается двухмерным, осесимметричным, стационарным, вязким и сжимаемым.  
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In this paper, a mathematical model of nucleation and growth of particles and the supercooled supersaturated solution 
of the fluid based on the theory dropping expandable near the critical point in the channel and the free stream fluid. To 
account for the effect of fluctuations on the processes of hydrodynamics, mass transfer, phase equilibria and nucleation 
Used crossover equation of state Kiselyov. To find the fields of temperature, pressure, density and velocity of the flow 
system used by the Navier-Stokes equations, which is solved by a software package Ansys Fluent. Fluid flow is assumed 
two-dimensional, axially symmetric, stationary, and viscous compressible. 

 
Введение 

В сверхкритических флюидных технологи-
ях (СКФ) технологиях, протекающих с быстрым 
расширением сверхкритического раствора, дости-
гаются большие перенасыщения растворенного ве-
щества, что способствует образованию субмикрон-
ных и наночастиц с узким распределением по раз-
мерам. Как правило, вблизи критической точки рас-
творителя традиционные модели зародышеобразо-
вания и роста частиц из перенасыщены флюидных 
растворов [1,2], ориентированные на регулярную 
область, оказываются несостоятельными. Околокри-
тические явления начинают проявлять себя в интер-
вале приведенной температуре 0.98<Т/Тс<1.05 [3]. 

В существующих моделях гидродинамики 
не учитываются присущие околокритическим 
флюидам явления, связанные с флуктуацией плот-
ности и энтропии. Для описания в переходной об-
ласти околокритической точки флюида флуктуаций 
применяют масштабные уравнения состояния. Так 
же существуют кроссоверные уравнения состояния, 
которые включают в себя регулярную и переходную 
флуктуационную области [4]. Применение подоб-
ных уравнений состояния влечет за собой учет 
флуктуаций при описании теплофизических, терми-
ческих и калорических свойств и термодинамиче-
ских параметров состояния в околокритической об-
ласти растворителя, в том числе, коэффициента ле-
тучести, что позволяет достоверно рассчитывать 
массообмен в свободной струе между расширяю-

щимся флюидом и фоновым газом, растворимость и 
фазовое равновесие. 

Флуктуация плотности оказывает непосред-
ственное влияние и на механизмы зародышеобразо-
вания, когда размер критического зародыша, со-
гласно существующей теории [1], становится срав-
ним по размерам с кластерами флюида в околокри-
тической области. 

В настоящей работе предложена математи-
ческая модель зародышеобразования и роста частиц 
из перенасыщенного и переохлажденного флюидно-
го раствора на основе капельной теории вблизи кри-
тической точки расширяющегося в канале и в сво-
бодной струе флюида. Для учета влияния флуктуа-
ций на процессы гидродинамики, массообмена, фа-
зового равновесия и зародышеобразования исполь-
зовано кроссоверное уравнение состояния Киселева 
[4]. Для нахождения полей температуры, давления, 
плотности и скорости потока использована система 
уравнений Навье-Стокса, которая решается пакетом 
программ Ansys Fluent. Поток флюида предполага-
ется двухмерным, осесимметричным, стационар-
ным, вязким и сжимаемым. Расчёт ведется в области 
капиллярного канала из сосуда бесконечного объема 
и в свободной струе с ударной волной до и после 
диска Маха. Физические условия на входе в канал 
идентичны условиям насыщения флюида субстан-
цией и полиэфиром. В капиллярном канале учиты-
вается притоки тепла за  счет трения флюида об 
стенки, а после выхода из канала учитывается теп-
ло-массообмен  между свободной струей и фоновым 
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газом, который находиться при нормальных физиче-
ских условиях. В пределах канала расширение 
предполагается адиабатным. 

Математическая модель 

Образование и рост частиц в пределах уст-
ройства расширения  и в свободной струе в резуль-
тате перенасыщения сверхкритического раствора и 
переохлаждения, согласно капельной теории, про-
исходит за счет двух явлений: образования критиче-
ских зародышей, способных к дальнейшему росту, и 
конденсации одиночных молекул на поверхности 
критических зародышей и на поверхности растущих 
частиц. Предполагается, что зародышеобразование 
частиц сферической формы протекает равномерно в 
каждой точке расширяющегося потока «сверхкри-
тический флюид – субстанция - полиэфир». 

Для определения скорости образования 
критических зародышей за счет перенасыщения ис-
пользуем уравнение [1]: 
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где m2 – молекулярная масса субстанции; 2
S – мо-

лекулярный объем субстанции в твердой фазе 
(2

S=m2/3L; L – число Авогадро; 3 – плотность 
субстанции в конденсированном состоянии); N2 – 
концентрация растворенного  во флюидной фазе 
субстанции; y2 – фактическая мольная доля раство-
ренной субстанции во флюидной фазе; y2

eq – равно-
весная мольная доля растворенной субстанции во 
флюидной фазе; S – величина перенасыщения 

eqyyS ^︳/︳ 22 ; K – коэффициент кристаллиза-

ции;  - поверхностное натяжение на границе флю-
ид – фармацевтическая субстанция; k – константа 
Больцмана. 

Размер критических ядер g* расчитывается по 
уравнению: 
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Радиус критических ядер находится по урав-
нению: 
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Для описания поверхностного натяжения 
индивидуальных веществ в интервале приведенной 
температуры использовано уравнение, предложен-
ное в работе [3]: 

     bv  110                          (4) 

где, - поверхностное натяжение при нормальных 
условиях, , и b – константы индивиду-

альных веществ. 
Оценка поверхностного натяжения на границе 

«зародыш - растворитель» для нано- и субмикрон-
ных частиц произведена согласно работе [5]: 
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где αs – угол смачивания частицы раствором. 
Конденсация одиночной молекулы на g – 

мерной сферической частице определяется уравне-
нием: 
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где g – количество молекул в частице, N2
eq(g) –  рав-

новесная концентрация на поверхности сферической 
g размерной частицы. 

Коэффициент диффузии D растворенного ве-
щества в сверхкритическом растворителе находится 
по уравнению: 
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где D измеряется в м2 сек-1, M (г моль-1) молекуляр-
ный вес растворителя;  (кг м-1 сек-1) – вязкость чис-
того растворителя;  (см-3 моль-1) – молярный объем 
твердого растворенного вещества. 

Число Кнудсена находится по уравнению: 

  
pd

Kn 
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где  - средний путь свободного пробега молекул, 
который определяется по уравнению: 
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Объем критического ядра формирующегося за 
счет переохлаждения из расплавленного полимера в 
процессе расширения сверхкритического раствора 
находиться по уравнению: 
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где Tfus – температура плавления полимера,  - кор-

реляционный параметр. 
Скорость образования критических зароды-

шей за счет переохлаждения  находиться по уравне-
нию: 
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где J0 – преэкцпонециальный фактор равный 1039 
частицам/м3*с, kj – корреляционный параметр. 

Рост частиц из переохлажденного раствора за 
счет конденсации одиночных молекул определяется 
по уравнению [6]: 
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где G0, kg – корелляционные параметры. 
Для математического моделирование процес-

са зародышеобразования и роста частиц в расши-
ряющемся  потоке «сверхкритический CO2 – метил-
парабен - полифир»,  «сверхкритический СО2 – ибу-
профен - полиэфир» в канале постоянного сечения, 
в свободной струе и в околокритической области 
растворителя с учетом флуктуаций необходимо зна-
чение растворимости  в СК СО2.  В работе для рас-
чёта фазового равновесия использовалась кроссо-
верное уравнение состояния Киселева [4]. Уравне-
ние состояния находиться через безразмерную ве-
личину свободной энергии Гельмгольца: 
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где, Φ – свободная энергия Гельмгольца, t=Tc/T – 
безразмерная температура, δ= ρ/ρс – безразмерная 
плотность, индексы: id – идеальная составляющая, r 
– остаточная составляющая, 0 – зависимая от темпе-
ратуры функция идеального газа.  Остаточная (не-
идеальная) часть свободной энергии Гельмгольца 
рассчитывается по уравнению: 
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где am, im, jm, km, αm, βm, γm и Єm индивидуальные па-
раметры для диоксида углерода, приведенные в ра-
боте [4]. 

Согласно теории ренормализационных групп, 
предложенный в работе [4], уравнение (12) в крос-
соверном виде пишется: 
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где  


tÔ r ,  ренормализованная, остаточная часть 

кроссоверной энергии Гельмгольца, которая нахо-
диться по уравнению: 
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коэффициент K находиться по уравнению [4]: 
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где кроссоверная функция  Y имеет вид: 
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Для нахождения параметрического перемен-
ного q численно методом половинного деления ре-
шается нелинейное уравнение вида [4]: 
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где Gi – число Гизинбурга, b2=1.359  - универсаль-
ный линейный параметр модели, 5.81  , параметры 

m0, d1 и v1 для диоксида углерода равны 0.7012238, -
0.1759147, 0.1204884, соответственно. 

Критические индексы для диоксида углерода 
равны: 

 
Из свободной энергии Гельмгольца уравнение 

состояния находиться по уравнению: 
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Мольная доля растворенного твердого веще-
ства в сверхкритическом CO2 находится по уравне-
нию: 
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где Pi
S – давление насыщенного пара растворенного 

вещества при данной температуре, 

Vi
S – молярный объем растворенного вещества, i – 

летучесть, которая рассчитывается по уравнению: 
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Для уравнения состояния Кисилева (20) лету-
честь, согласно уравнению (22), переписывается в 
виде: 
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Давление насыщенного пара рассчитывается по 
уравнению Антуана [7,8]: 
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где  Da,Ka,Ca – постоянные Антуана. 
Совместное решение уравнений (13)-(24) 

позволяет описывать растворимость в широком ин-
тервале давлений и температур, включая окрест-
ность критической точки чистого растворителя. Для 
нахождения полей температуры, давления, плотно-
сти и скорости в потоке расширяющегося флюида в 
канале и в свободной струе использован программ-
ный пакет Ansys Fluent. Поток сверхкритического 
раствора в расширительном устройстве постоянного 
сечения (рис. 1) рассматривается в настоящей рабо-
те двухмерным, стационарным, осесимметричным, 
вязким и сжимаемым.  Расчёт ведется в области ка-
пиллярного канала (1-2) и свободной струи (2-3). 

 

 

 

 
Рис. 1 - Упрощенная схема расширительного 
устройства: 1-2 - капиллярный канал, 2-3 - сво-
бодная струя 

Для двухмерной (2D) осесимметричной 
геометрии потока, уравнение сохранения массы 
имеет вид: 
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где  - плотность, х - осевая координата, r - ради-
альная координата,  - осевая скорость и  – ради-
альная скорость. 

Уравнение сохранения импульса описыва-
ется в общем виде: 
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где  - плотность, р -  статическое давление, - тен-
зор напряжений  и ~g и ~F являются силой тяжести 
тела и внешней силой, зависящий от условий зада-
чи. Для 2D осесимметричной геометрии потока, 
осевые и радиальные уравнения сохранения им-
пульса определяются в виде: 
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где  
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- осевая скорость, – радиальная скорость,  - 
молекулярная вязкость. 
Закон сохранения энергии описывается в виде: 
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В нашем случае уравнение энергии решается в сле-
дующей форме: 
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где,  keff –коэффициент диффузионного переноса, Jj - 
диффузионный поток, E- полная энергия. 

Система уравнений (20), (25)-(31) решается 
численно методом конечных элементов. В гранич-
ных условиях задаются: геометрия канала (xmax,rmax), 
температура(Tx=0,r=0, Tx=max), давление перед входом 
и на выходе из канала (Px=0,r=0, Px=max).   Построение 
расчетной области конечных элементов в виде сетки 
выполняется в графическом приложении Gambit. 

Решение данной модели позволяет описать 
процессы зародышеобразования и роста частиц в 
системе «сверхкритический флюид-субстанция-
полиэфир» с учетом влияния флуктуаций на процес-
сы гидродинамики, массообмена, фазового равнове-
сия зародышеобразование и рост частиц из перена-
сыщенного и переохлажденного флюидного раство-
ра вблизи критической точки расширяющегося в 
капиллярном канале и в свободной струе флюида. 

Разработанная модель охватывает процессы заро-
дышеобразования роста частиц в канале и в свобод-
ной струе и может быть применена для проектиро-
вания технологических процессов RESS, RESAS, 
PGSS и др. 
 
Условные обозначения: 
Z – сжимаемость; 
T – температура; 
P – давление; 
ρ  - плотность; 

V – объем; 
m2 – молекулярная масса субстанции; 
2

S – молекулярный объем субстанции в твердой фазе 
L – число Авогадро; 
3 – плотность субстанции в конденсированном состоя-
нии; 
N2 – концентрация растворенного  во флюидной фазе ме-
тилпарабена, ибупрофена; 
y2 – фактическая мольная доля растворенного метилпара-
бена, ибупрофена во флюидной фазе; 
y2

eq – равновесная мольная доля растворенного метилпа-
рабена, ибупрофена во флюидной фазе; 
S – величина перенасыщения; 
K – коэффициент кристаллизации; 
 - поверхностное натяжение на границе флюид – фарма-
цевтическая субстанция; 
k – константа Больцмана; 

  - длина свободного пробега молекул; 
D – коэффициент диффузии; 
I - cкорость образования критических зародышей за счет 
перенасыщения; 
J - cкорость образования критических зародышей за счет 
переохлаждения; 
F(g) – конденсация одиночной молекулы на g-мерной 
частице за счет перенасыщения; 
G – показатель конденсации одиночных молекул на по-
верхности частиц за счет переохлаждения; 
αs – угол смачивания частицы раствором; 
g – количество молекул в частице; 
N2

eq(g) –  равновесная концентрация на поверхности сфе-
рической g размерной частицы; 
g* - количество молекул в критическом ядре; 
r* - радиус критического ядра; 

, t - приведенная температура; 


 - приведенная плотность; 

Φ – свободная энергия Гельмгольца; 
Y – кроссоверная функция; 

 ,,  - критические индексы; 

q - параметрическая переменная; 
Gi – число Гизинбурга; 
m0, d1, v1 – индивидуальные параметры вещества; 
Pi

S – давление насыщенного пара растворенного вещества; 
Vi

S – молярный объем растворенного вещества; 

i – летучесть; 

Da,Ka,Ca – постоянные Антуана; 
Tfus – температура плавления полимера, 
 - корреляционный параметр; 

J0 – преэкцпонециальный фактор равный 1039 части-
цам/м3*с; 
kj – корреляционный параметр; 
G0, kg – корелляционные параметры; 
х - осевая координата; 
r - радиальная координата; 

x - осевая скорость; 
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r – радиальная скорость; 

keff –коэффициент диффузионного переноса; 
Jj - диффузионный поток; 
E- полная энергия; 

 - тензор напряжений. 
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