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УПРАВЛЕНИЕ,  ИНФОРМАТИКА  И  ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ  ТЕХНИКА 

 

УДК 61.63 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ  МОДЕЛЬ  ЭКСТРУДЕРА  КАК  ОБЪЕКТА 

АВТОМАТИЧЕСКОГО  УПРАВЛЕНИЯ  
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В статье предлагается математическая модель, построенная на основе гидродинамической модели процесса 

экструзии резиновых смесей. Модель основана на взаимосвязи энергосиловых, реологических и геометрических 

параметров червячной машины при переработке полимеров. На базе приведенной математической модели со-

ставлена структурная схема экструдера, отражающая взаимосвязь входных и выходных переменных. 

 

Keywords: extrusion process, hydrodynamic model, extruder. 

 

In this article mathematic model built on hydrodynamic model of extrusion rubber mixtures is suggested. Model based 

on the relations of energy-power, reology and geometrical parameters in process of treatment polymers. On base pre-

sented model extruder structure scheme is composed. It shows relationship input and output variables. 

 

Задача построения автоматической системы 

управления экструдера требует анализа зависимо-

стей энергосиловых, геометрических и реологиче-

ских параметров процесса экструзии и создания ма-

тематической модели, отражающей характер этих 

зависимостей в динамике.  В работах [8,10,11] при-

водится подробное описание физико-химических 

процессов экструзии, однако не дается обобщенного 

представления экструдера как объекта управления.   

Для первичной оценки управляемости ис-

следуемого объекта, рассмотрим ламинарное тече-

ние несжимаемой изотропной жидкости в направле-

нии оси рабочего цилиндра экструдера, записанное 

в общем виде [10, 11]: 
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где р - давление расплава, Па; ηэф – эффективная 

вязкость расплава. Па с; vz - скорость движения рас-

плава вдоль канала червяка, м/с; х,у — текущие ко-

ординаты частиц расплава, м.  

Уравнение (1) описывает винтовое течение 

неньютоновской жидкости для всех реальных слу-

чаев [1,2,3]. Получить общее аналитическое реше-

ние (1)  сложно, оно может быть получено только 

численным методом. Для составления модели, до-

пускающей аналитическое решение, принимаются 

следующие допущения, приведенные в [9,10]:  

 -  вязкость расплава очень мало изменяется 

вдоль оси x в поперечном сечении канала, темпера-

тура экструдата в канале и величина градиента ско-

рости почти не меняются, поэтому  принимаем 

0
x

=
∂

η∂ ,  η - коэффициент вязкости;  

 - поскольку вязкость расплава по высоте 

канала также практически не меняется, допустимо 

принять 0
y

=
∂

µ∂ ; 

 - влияние стенок винтового канала на рас-

пределение скорости пренебрежимо мало, поэтому 

0
x

v z =
∂

∂ ; 

 - движение в направлении оси y существует 

только в непосредственной близости к стенкам ка-

нала, в остальной части сечения канала течение в 

направлении оси у отсутствует; 

 - размеры канала по всей длине практиче-

ски постоянны, поэтому, значения скоростей vх, vz не 

зависят от координаты z; 

 - вследствие большого отношения винтово-

го канала к его глубине, а  

также особенностей циркуляционного тече-

ния можно принять, что скорости vх, vz не зависят от 

координаты X, следовательно,   
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Из уравнений равновесия напряжения, при-

веденных в [94], получим:  
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C учетом принятых допущений уравнение 

(1) примет вид:  
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После преобразований уравнения (4) может 

быть получено объемное уравнение производитель-

ности экструдера, приведенное в [9]. С учетом пото-

ка утечки  данное уравнение запишется в виде : 

eL10

PtgD
F)

t

ie
1(

l

p

L12

sinDh

F)
t

ie
1(

2

cossinhkD
Q

эф

32

p
эф

cp

a
cpn

223
o

k2

22

η

∆ϕδπ
−−

∂

∂

η

ϕϕπ
−

−−
ϕϕπ

=
      (5) 

В винтовом канале червяка  с постоянными 

размерами и постоянной вязкостью ηэф, Па с, гради-

ент давления по длине канала является постоянным. 

Тогда можно принять:  

                   
L

P

dl

dp ∆
= .                                     (6) 

Работа червячного экструдера зависит не 

только от конструкции червяка, но и от формующе-

го инструмента (головки). Конструкция и проход-

ные сечения каналов, конструктивное оформление 

формующего инструмента зависят от реологических 
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свойств расплава полимеров и специфических гид-

родинамических явлений [7]. Для получения фор-

мулы производительности формующего инструмен-

та примем  допущения [6], согласно которым:  

- в местах стыков каналов с различной гео-

метрией имеются, как правило, монотонные перехо-

ды, поэтому влиянием входовых эффектов можно 

пренебречь; 

-  каналы головки можно  разбить  на ряд 

зон, характеризующихся постоянным или монотон-

но изменяющимся поперечным сечением, для кото-

рых находятся коэффициент гидравлического со-

противления; 

- расчет формующего инструмента будем 

рассматривать при показателе течения, равном еди-

нице, т.е. для ньютоновской жидкости.  

Объемная производительность потока нью-

тоновских жидкостей через формующий инструмент 

Q, кг/с  определяется по формуле: 
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где Кg — общая константа головки, зависящая от 

конфигурации и размеров отдельных элементов го-

ловки, м
3
.  

Используя выражения (2) и (6), приведем 

уравнение (5) к более удобному виду:  
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αω
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30P
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где ωш - угловая скорость вращения червя-

ка, рад/с.  

В этом уравнении имеется производная по 

направлению dp/dl. Для эквивалентного преобразо-

вания используем  выражение, приведенное в [7]:                  

     dttgRdl цш ϕω= ,                                  (9) 

где Rц - радиус цилиндра, м.  

Заменив производную градиента давления 

dp/dl на производную, отражающую временную за-

висимость изменения давления от времени dp/dt, 

получим выражение: 
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где ∆Р — приращение давления по длине всего ка-

нала головки, Па.  

Уравнение (10) является нелинейным. Ли-

неаризация уравнения экструдера позволит полу-

чить передаточную функцию объекта. Для этого 

выразим переменные через приращения ∆ω, ∆Р от-

носительно координат рабочей точки экструдера 

(ωшр, Р0):  

ршрш ω∆+ω=ω , РPP 0 ∆+= .               (11) 

Подставив эти выражения  в исходное соот-

ношение (8), упростим запись координат рабочей 

точки. В результате получается линейное выраже-

ние для приращений. После преобразований урав-

нение для статического режима приобретает  вид:  
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В динамическом режиме уравнение, связы-

вающее приращения координат, можно записать 

так:   
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На основании уравнений производительно-

сти, показанных в [8], можно записать передаточ-

ную функцию экструдера между частотой вращения 

червяка и выходным давлением. После соответст-

вующих преобразований получим:                                 
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где p - оператор Лапласа.  

Запишем данную передаточную функцию в 

упрощенном виде: 
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β
=  соответ-

ственно  коэффициент передачи и постоянная вре-

мени экструдера по скорости как апериодического 

звена первого порядка. 

Можно видеть, что  переходной процесс из-

менения давления на входе формующей головки 

носит явно выраженный апериодический характер. 

Инерционность экструдера зависит как от конструк-

тивных параметров экструдера и формующего инст-

румента, так и от физико-химических свойств пере-

рабатываемого полимера. Это факт находится  в 

согласии с принятыми выше допущениями и упро-

щениями гидродинамической модели. 

Для оценки  крутящего момента на валу 

червяка, рассмотрим выражение  мощности привода 

червяка, данное в [6]: 
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Поделив обе части этого уравнения на ве-

личину ωш, получим линейное уравнение,  разре-

шенное относительно давления Р  в виде: 
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где 
шшM ω/Wп=  - момент на валу червяка (шнека); 
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2
 - константы 

экструдера. Уравнения (16), (17), а также уравнение 

вращательного движения червяка 

шшсш pJММ ω=− ,                          (18) 

где 
шJ  - момент инерции червяка; позволяют пред-

ставить экструдер в виде объекта управления, 

структурная  схема которого  приведена  на рис. 1. 

 

Рис. 1 - Структурная схема экструдера, согласно 

уравнениям (16) – (18) 
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Используя аналогию работы экструдера и 

насоса как устройств, перекачивающих некоторый 

объем материала, можно вывести выражение для 

мощности, затрачиваемой на этот процесс. Мощ-

ность указанных механизмов выводится из выраже-

ния кинетической энергии, сообщаемой движущей-

ся жидкости [4]: 

                  
2

mv
Е

2

= ,                                   (19) 

где m – масса жидкого материала, проходящая через 

нагнетательную часть насоса или головку экструде-

ра, кг.; v – скорость движения материала, м/c. Массу 

материала можно определить как 

               Vm ρ= ,                                    (20) 

где ρ – плотность (кг/м
3
), V – объем материала (м

3
), 

проходящего через поперечное сечение канала тече-

ния S (м
2
).  

Исходя из определения мощности в механи-

ке как работы, совершаемой в единицу времени 

(W=A/t) и считая, что вся кинетическая энергия рас-

ходуется на перемещение жидкого материала (А=Е),  

с учетом (18) и (19) получим общее выражение для 

мощности, затрачиваемой на осуществление ука-

занного процесса: 

           
t2

Vv
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A
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22 ρ
=== .                         (21)  

Объем материала V, прошедшего через по-

перечное сечение канала за время t  определяется 

скоростью истечения жидкости через поперечное 

сечение  канала S, поэтому справедливо соотноше-

ние: 

                    
v

S

t

V
=  .                                 (22)     

Откуда: 

               
2

vS
W

3⋅⋅ρ
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Таким образом, если учесть, что 
гQvS =⋅  - 

производительность головки (м
3
/c), 

г

2

2
P

v
=

⋅ρ
 - 

удельное давление или напор материала на выходе 

головки (Н/м
2
), получим выражение, определяющее 

мощность на продавливание жидкого материала 

сквозь фильеру: 

                     
ггPQW = .                              (24) 

Примем, что в установившемся режиме 

давление в головке равно давлению, развиваемому 

червяком. Тогда связь производительности с давле-

нием в головке может быть определена по формуле  

эфгг /ηPBQ э=  [8]. Полагая, что основная часть кине-

тической энергии червяка затрачивается на преодо-

ление реакций каналов головки, можно установить, 

что статический момент сопротивления вращению 

червяка может быть определен как отношение пол-

ной мощности  пW  к скорости вращения червяка 

ωш:  

                  
ш

гг

ш
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QPW
М

ω
=

ω
= ,                     (25) 

Таким образом, согласно уравнениям (18-

24) в структурную схему системы «экструдер – на-

грузка» вводится внутренняя  отрицательная обрат-

ная связь. Структурная схема привода экструдера  

принимает следующий вид (рис.2). 

 

Рис. 2 - Структурная схема привода экструдера с 

учетом цепи обратной связи 

 

Из структурной схемы видно, что объект 

обладает нелинейными связями в цепи обратной 

связи. Для  анализа динамики экструдера как 

объекта управления при малых отклонениях 

переменных Р, ωш, Мс. cледует провести 

линеаризацию уравнений цепи обратной связи. Для 

этого, можно воспользоваться  разложением  пере-

менных в ряд Тейлора, представив объект в режиме 

малых отклонений указанных переменных. 
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