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Кратко проанализированы классические реологические модели, построенные из упругих и вязких элементов. 
Предложена модель механизма релаксации в композитах. 
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The classical rheological models constructed of elastic and viscous elements are briefly analysed. The relaxation 
mechanism model in composites is offered. 

 
Введение 

В настоящее время во всех отраслях посто-
янно наблюдается тенденция роста производства 
высококачественных материалов, комплектующих, 
деталей и узлов с применением прогрессивных по-
лимерных материалов. Это связано с тем, что ком-
позитные материалы (КМ) обладают рядом уни-
кальных физико-технических и эксплуатационных 
характеристик и свойств, и имеют наилучшее соот-
ношение «цена и качество». Следовательно, поли-
мерным композитам предъявляются высокие требо-
вания по прочности, долговечности, коррозионной 
стойкости и т.д., что в свою очередь, вызывает не-
обходимость тщательно исследовать их физико-
механические и реологические свойства на этапах 
изготовления и эксплуатации [1,2,4]. 

Большое значение при разработке новых 
композитных материалов и имеет релаксация на-
пряжений, которая непосредственно связана с от-
кликом структуры материала на длительное механи-
ческое воздействие в режиме постоянной деформа-
ции [3,4]. Кинетические закономерности релаксации 
в классическом рассмотрении имеют тривиальное 
экспоненциальное решение, часто не соответст-
вующее экспериментальным значениям. Для адек-
ватной интерпретации опытных данных использу-
ются более сложные эмпирические зависимости, в 
основе которых, тем не менее, заложена экспонен-
циальная функция. 

В данной ситуации весьма актуальной зада-
чей является поиск новых кинетических моделей, 
которые дают непротиворечивую оценку указанным 
явлениям и раскрывают их природу [4].  

Экспериментальная часть 

Кратко проанализируем классические рео-
логические модели, которые обеспечат более после-
довательный и аргументированный переход к разра-
ботанной модели механизма релаксации. Композит-
ные материалы имеют склонность к вязкому тече-
нию при длительном воздействии на них приложен-
ной нагрузки. При снятии нагрузки, за счёт прояв-
ления упругих свойств, часть деформации мгновен-
но восстанавливается. После этого происходит по-
степенное снижение оставшейся высокоэластиче-
ской деформации. Следовательно, под нагрузкой 

КМ проявляют вязкоупругие свойства, которые рас-
сматриваются с позиции реологии.  

В реологии поведение материалов чаще все-
го описывается механическими моделями, постро-
енными из упругих и вязких элементов. Упругие 
структурные элементы имитируются пружиной, в 
которой связь между напряжением и деформацией 
линейна, в соответствии с законом Гука 

yy Eεσ  ,                                 (1) 

где Е – модуль упругости, εy – упругая деформация. 
Вязкий элемент представляется в виде жид-

костного демпфирующего устройства, поведение 
которого описывается законом течения Ньютона 

/dtηdεσ bb  ,                          (2) 

где η – коэффициент вязкости, εb – вязкая деформа-
ция.  

Различные комбинации упругих и вязких 
элементов позволяют производить эффективное 
моделирование реологических процессов. 

Процесс релаксации напряжений в элемен-
тарном представлении описывается моделью Мак-
свелла, с наиболее простым (последовательным) 
сочетанием упругого и вязкого элементов. Отличи-
тельная особенность такой модели заключена в том, 
что с увеличением деформации вязкие свойства мо-
дельного элемента Максвелла исчерпываются и ис-
чезают, тогда, как упругие свойства полностью со-
храняются. 

Деформирование модели на определённую 
конечную величину ε приводит к возникновению 
мгновенной упругой деформации εy и постепенному 
развитию во времени вязкой деформации εb. Следо-
вательно, полная деформация находится, с учётом 
строения модели, согласно принципу аддитивности 

by εεε  .                               (3) 

Скорость изменения деформации определя-
ется выражением 

/dt)(dε/dt)(dεdtd by / .               (4) 

Используя соотношения (1) и (2) имеем: 
/dt)(1/E)(d/dt)(dεу  и σ/η/dt)(dεb  . 

С учетом приведенных равенств, зависи-
мость (4) принимает вид 

σ/η/dt)(1/E)(d/dtd   .              (5) 

Согласно условию, в начальный момент 
времени t = 0, деформация принимает значение 
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ε = ε0 и в последствии не изменяется (dε/dt) = 0. Это 
позволяет проинтегрировать уравнение (5) 

 p0 τtexpσσ  ,                        (6) 

где σ0 = Eε0 – начальное напряжение, τp = η/E – вре-
мя релаксации. Полученное широко известное соот-
ношение характеризует кинетику процесса релакса-
ции напряжений. 

Поведение реальных материалов описыва-
ется более сложной моделью, исследованной Куном, 
в которой множество элементов Максвелла с раз-
личными значениями постоянных Е и η соединены 
параллельно. Очевидно, что и релаксационные 
свойства составляющих элементов будут различны-
ми. Из-за неопределенности конкретных величин Е 
и η для отдельных элементов Максвелла, изучение 
подобной модели весьма затруднительно. Тем не 
менее, многоэлементная модель Куна позволяет бо-
лее полно раскрыть механизм релаксации. В этой 
связи рассмотрим деформирование гетерогенного 
композитного материала. В композитных материа-
лах упругие и вязкие структурные элементы нахо-
дятся в различном состоянии деформирования. Мо-
дель такой гетерогенной системы можно предста-
вить в виде набора параллельно соединенных эле-
ментов Максвелла с различной степенью деформи-
рованности (рис. 1). 

Пусть показатели упругости Е и вязкости η 
для всех элементов одинаковы. Такое условное ос-
реднение отдаляет модель от реального материала, 
но позволяет дать качественно новую оценку про-
цессу релаксации напряжений. 

  
Рис. 1 – Многоэлементная модель релаксации 
напряжений (модель Куна) 
 

Наиболее просто новое качество проявляет-
ся при рассмотрении следующего примера. Проана-
лизируем две многоэлементные модели. Каждая 
модель состоит из пяти элементов Максвелла, со-
единённых параллельно и растянута приложенным  
напряжением до фиксированного значения относи-
тельной деформации (рис. 2). Величины Е и η для 
всех элементов моделей одинаковы. В первой из них 
вязкостные свойства «выработаны» у четырёх эле-
ментов и лишь у одного имеется запас вязкости 
(рис. 2, а). У второй модели наблюдается противо-
положная ситуация (рис 2, б). 

В этой связи интерес представляет отличие 
во временном периоде релаксации напряжений. Из 
интуитивных соображений следует, что поскольку 
во второй модели запас вязких свойств выше, то 
релаксация будет протекать более длительно. Сле-
дует отметить, что вязкие свойства обеих моделей 

можно характеризовать единым уравнением Ньюто-
на [4], поскольку показатели Е и  у всех элементов 
одинаковы. Однако тогда должна учитываться сте-
пень начальной деформированности элементов. В 
данном представлении уравнение Ньютона можно 
привести в соответствие, если в левой его части от-
метить долю элементов Максвелла ηb с запасом вяз-
ких свойств 

/dtηdεσn bb  ,                           (7) 
 

 
а) б)

Рис. 2 – Многоэлементная модель Куна 
 

В гетерогенных материалах величине ηb эк-
вивалентна доля объёма с запасом вязких свойств. 
Элементы этого объёма распределены в общем объ-
ёме изучаемого материала произвольным образом. 
Величина объёма с запасом вязких свойств зависит 
от технологии получения материала и условий его 
эксплуатации. 

Топология распределения вязкой и жесткой 
фаз может быть представлена моделью Шкловского-
де Жена, в которой представительский объем запол-
нен вязкой фазой, пронизанной пространственно 
связным жестким структурным каркасом [5]. Не 
детализируя строения можно представить каркас в 
виде пространственной искаженной сети с харак-
терными ячейками, усредненный размер которых 
составляет lτ. С увеличением объема вязкой фазы 
жесткий каркас становится более редким, а размер 
его ячеек lc возрастает, и наоборот. Таким образом, 
соблюдается условие nb lτ. С учетом этого равен-
ство (7) приобретает вид 

dtηdεσl bc  ,                        (8) 

Отсюда следует весьма важный вывод, что 
уравнение Ньютона (2) описывает вязкие свойства 
лишь гомогенных систем с одинаковой деформиро-
ванностью единичных элементов и является част-
ным случаем более общей зависимости (8). Отличи-
тельной особенностью равенства (8) заключена в 
том, что в нём учтена степень гетерогенности через 
условный размер lc объёма с жесткими свойствами, 
непосредственно влияющая на кинетику релаксации 
напряжений в материале. 

Проанализируем кинетику релаксации на-
пряжений с учётом равенства (8). Прежде всего от-
метим, что в процессе релаксации объем с запасом 
вязких свойств гиперболически уменьшается с тече-
нием времени 

/tCV bb  ,                                (9) 

где Cb – постоянная величина.  
Объём Vb и характерный структурный раз-

мер lc связаны между собой зависимостью 

tClV b
iD

cb  ,                         (10) 
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где Di – структурная размерность гетерогенной сис-
темы. Из соотношения (10) находим 

)iD1(iD1
bc tCl


 ,                         (11) 

Подставляя (11) в равенство (8) имеем 

dtηdεσtC b
)iD1(iD1

b 


,               (12) 

С учётом (12) уравнение (5) приобретает 
вид 

     )iD1(iD1
b tCησdtdσE1dtdε


 . 

Принимая во внимание начальные условия 
t = 0, ε = ε0 и (dε/dt) = 0 получим 

     0tCησdtdσE1
)iD1(iD1

b 


. 

Разделяя переменные находим 

       iD111
i

iD1
b dtD11CηEdlnσ

  

Интегрирование полученного равенства в 
пределах (0  t) и (σ0  σ) дает 

  iD11
b0 tαexpσσ


 ,                 (13) 

где    1
i

iD1
bb D11)C(E/α    – постоянная вели-

чина. Соотношение (13) можно переписать в более 
простой форме 

 n
b0 tαexpσσ  ,                        (14) 

где n = 1 – (1/Di) – постоянная величина для заданной 

гетерогенной системы, n
pb τα  . Отметим, что анали-

тическое уравнение (14) соответствует эмпирическому 
равенству В.М. Ровинского для металлов [6]. 

Для полимеров, наряду с упругой (обрати-
мой) и пластической (необратимой) деформацией, 
также наблюдается обратимая высокоэластическая 
деформация, наиболее наглядно проявляющаяся при 
снятии деформации у эластомеров. В данном случае 
модель Максвелла становится непригодной. Для адек-
ватного описания реологического поведения таких 
материалов наиболее известной и распространенной 
является модель Зинера, в которой элемент Максвел-
ла соединен параллельно с упругим элементом. 

Следует отметить, что модель Зинера легко 
преобразуется либо в модель Максвелла (при 
E1 = 0), либо в модель Кельвина-Фойгта (при 
E2 = ∞). Перепишем равенство (5) для модели Мак-
свелла в следующей форме 

     σdtdσЕηdtdεη  . 

Тогда дифференциальное уравнение, соот-
ветствующее модели Зинера, будет иметь вид 

     σdtdσЕηdtdεηεЕ 201  ,        (15) 

где E1 – равновесный модуль упругости (рис. 3). В 
процессе релаксации напряжений начальная дефор-
мация удерживается постоянной в течение всего 
времени, ε = ε0 = const, (dε/dt) = 0. Принимая во вни-
мание начальные условия, преобразуем (15) 

   σdtdσЕησεЕ 201  .              (16) 

Введём новую переменную z = σ – E1ε0, 
dz = dσ, с учётом которой получим решение уравне-
ния (16) 

 t]ηEexp[zz 20  ,                      (17) 

где z0 = σ0 – E1ε0 – постоянная величина, σ0 – напря-
жение в начальный момент времени (при t = 0). 
Представим зависимость (17) в окончательном виде 

  tηE)expεE(σεEσ 201001  .           (18) 

Выразим величину σ0 в соответствии с за-
коном Гука 

000 εEσ  ,                              (19) 

где E0 – модуль мгновенной упругости, для боль-
шинства полимеров составляющий ~ 103 МПа. 

Принимая во внимание последнее равенст-
во, упростим выражение (18) 

  tηEexpεEεEσ 20201  ,             (20) 

где E2 = (E0 – E1) – модуль упругости элемента Мак-
свелла в модели Зинера. 

Введенная переменная z = σ – E1ε0 = 
σe (dz = dσe) в уравнении (16) по существу является 
той частью (σe) общего напряжения σ, которая пре-
терпевает релаксацию (рис. 3). Поэтому равенство 
(16), с учетом топологии распределения жесткой и 
вязкой фаз, можно представить в иной форме 

  dtdσEησl 2ec  .                  (21) 



Е1

Е2

1

2

3



t0

 e 1 0= -E 
E2 0

E1 0


 0



 

Рис. 3 – Модель Зинера: 1 – упругий элемент Зи-
нера; 2 – упругий элемент Максвелла; 3 – вязкий 
элемент 

 

Решая уравнение (21) с использованием за-
висимости (11) окончательно находим 

)tαexp(εEεEσ n
b0201  ,              (22) 

где      1
i

iD1
b2b D11CηEα  , E1ε0 = σ∞ –

равновесное напряжение. Примечательно, что полу-
ченное равенство (22) полностью совпадает с эмпи-
рической формулой Кольрауша, исследованной Г.Л. 
Слонимским с сотрудниками применительно к по-
лимерам [7]. 

Величина эмпирического показателя п оце-
нивается интервалом n = 0 ÷ 1, что соответствует 
равенству n = 1 – (1/Di), где размерность Di, с учетом 
проявления в структуре гетерогенного материала 
фрактальности, теоретически может находиться в 
пределах 1 < Di < ∞. Таким образом, изменение по-
казателя n определяется фрактальной изменчиво-
стью структуры гетерогенного материала, что по-
зволяет более глубоко раскрыть физическую приро-
ду процесса релаксации напряжений в композитах. 
Устанавливая экспериментальным путём показатель 
n и определяя величины структурных размерностей 
Di и De, можно производить топологическую оценку 
состояния распределения в структуре материала 
эффективных релаксационных зон. 

Данные экспериментов по релаксации на-
пряжений в эпоксидном композите (см. рис. 4) пока-
зывают, что с ростом начального σ0 (при t = 0) на-
пряжения увеличивается и глубина (σ0 – σ∞) релак-
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сации. При этом, в соответствии с зависимостью 
(22), коэффициент αb не изменяется (αb час-n), а по-
казатель n возрастает. Здесь интерес представляет 
изменение величины показателя n. 

1 2

0 100 200 300 400 t, час

,
 М

П
а

Т=20 С

2,0

4,0

6,0

 

Рис. 4 – Релаксация напряжений в эпоксидном 
композите (1 – σ0 = 6 МПа, σ∞ = 2,9 МПа; 2 – σ0 = 9 
МПа, σ∞ = 4 МПа)  

 
При начальном напряжении σ0 = 6 МПа, по-

казатель n составляет n = 0,47, а внешняя размер-
ность релаксационных областей определяется вели-
чиной De =1,94. В свою очередь, при σ0 = 9 МПа 
показатель равен n = 0,51, что отвечает размерности 
De = 2,02. Следовательно, с ростом начального на-
пряжения увеличивается и размерность релаксаци-
онных областей. Если размерность De = 1,94 опре-
деляет фрактал между линией и поверхностью, то 
размерность De = 2,02 связана с релаксационными 
зонами, имеющими топологию поверхности. Оче-
видно, что области с большей размерностью обеспе-
чивают и более глубокую релаксацию (см. рис. 4). 

Глубина релаксации существенно зависит 
от внешней среды. На рис. 5 проиллюстрированы 
релаксационные зависимости полиметилметакрила-
та (ПММА) в различных средах. Из данных экспе-
риментов следует, что активность среды по отноше-
нию к материалу повышает полноту релаксации 
напряжений, подобно увеличению начального на-
пряжения σ0 (рис. 4). Для ПММА активность среды 
возрастает в ряду вода – керосин – ацетон – бензол. 
Среды – растворители (ацетон, бензол) обеспечива-
ют наиболее эффективную релаксацию, связанную 
как с трещинообразованием, так и с растормажива-
нием молекулярной подвижности. 
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Рис. 5 - Релаксация напряжений в ПММА в зави-
симости от среды: 1 – вода, 2 – керосин, 3 – аце-
тон, 4 – бензол 

 

В данном случае коэффициент αb в уравне-
нии (22) также остается неизменным (αb = 1,8 мин-n), 
а внешняя размерность De релаксационных областей 
повышается с увеличением активности среды: вода 
– De = 2; керосин – De = 2,1; ацетон – De = 2,46; бен-
зол – De = 2,56. Так, для воды релаксация протекает 
по структурным поверхностям, тогда как для бензо-
ла она обеспечивается фрактальными объектами, 
близкими к объемным. 

Таким образом, представленные теоретиче-
ские и экспериментальные исследования подтвер-
ждают актуальность задачи – поиск новых кинети-
ческих моделей, которые дают непротиворечивую 
оценку физическим явлениям и раскрывают их при-
роду. С целью решения данной задачи была исполь-
зована кинетическая модель, разработанная с ис-
пользованием представлений теории топологиче-
ской динамики, которая позволила дать качественно 
новое представление о протекании релаксационных 
процессов. 
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