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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ  МОДЕЛЬ  ЗАМКНУТОЙ  МНОГОКАНАЛЬНОЙ  СИСТЕМЫ 

МАССОВОГО  ОБСЛУЖИВАНИЯ  С  ОЧЕРЕДЬЮ  КОНЕЧНОЙ  ДЛИНЫ 

Ключевые слова: Система массового обслуживания, поток требований, очередь, обслуживающее устройство. 
 

Представлена математическая модель замкнутой многоканальной системы массового обслуживания с оче-
редью конечной длины. Проведена подробная математическая формализация модели и впервые вычислены 
вторые моменты всех важнейших числовых характеристик систем массового обслуживания этого типа. 

 
Keywords: queuing system, flow of requirements, queue, serving device. 

 
The mathematical model of multi-channel queuing system of the closed type with queue of the finite length is presented. 
A detailed mathematical formalization of the model is held; for the first time the second moments of all the important 
numerical characteristics of queuing system of this type are calculated. 
 
Рассматриваемая в этой работе система мас-

сового обслуживания является наиболее общей по 
отношению к трем ранее изученным вариантам [1 - 
3] замкнутых СМО и при соответствующем выборе 
её параметров может быть сведена к любому из них. 
Предположим, что в системе имеется конечное чис-
ло требований N, m обслуживающих приборов (ка-
налов) и, кроме того, конечное число мест для ожи-
дания, что общее число требований в очереди не 
может превышать E. Предположим также, что N ≥ 
m+E, при этом все требования, поступающие в сис-
тему тогда, когда в ней уже имеется m+E заявок, 
теряются и немедленно возвращаются в группу по-
ступающих так, как будто бы они были полностью 
обслужены (на языке символики Кендалла – это 
система М/М/m/E/N). Граф состояний такой СМО 
имеет вид, изображенный на рис. 1. При EmN   

эта модель переходит в модель замкнутой многока-
нальной СМО, рассмотренную в работе [2], а при 

0El  - в модель Энгсета [3]. 

Решение уравнений Колмогорова в данном 
случае вполне аналогично тому, которое было полу-
чено в работе [2] для модели М/М/m//N, так что за-
пишем сразу его конечный результат, которым яв-
ляется связка формул 
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В этих формулах ][kN  – факториальные многочле-
ны или обобщённые степени [4, 5], 
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циенты. 
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Числовые характеристики установившегося 
режима 

Вероятность отказа (аналогично [3]) 
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Вероятность ожидания 
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При 0E  1
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kp  и 0ожидp . Вероятность не-

медленного обслуживания 
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Среднее число требований, находящихся 
под обслуживанием (среднее число занятых кана-
лов), очевидно, 
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– такая же формула, что и в модели М/М/m//N. 
Среднее число требований в системе в це-

лом 
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Это же соотношение можно, очевидно, получить, 

используя зависимость (2): Am . С помощью (5) 

можно легко проверить соотношения (1), (3) и (4), 
показав, что в данном случае мы также имеем 
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Средняя длина очереди 
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Вывод соотношения для дисперсии числа 
требований под обслуживанием 
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совершенно аналогичен выводу этой величины для 
модели M/M/m//N с той лишь разницей, что в дан-
ном случае имеем 
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аналог соотношений (5) работы [2] и (6) работы [3]. 
Легко видеть, что при EmN   последнее выраже-

ние переходит в зависимость (5) работы [2], а при 

0El  получается формула (6) работы [3]. 

Дисперсия общего числа требований в сис-
теме 
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Обе суммы в последнем выражении можно 
подвергнуть затем тому же ряду преобразований, 
какие использовались при выводе аналогичной за-
висимости для модели M/M/m//N: 
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откуда следует 
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Ковариация числа требований в очереди и под об-
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В этом случае, очевидно, Akttt обсложидсист   
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Как легко видеть, при EmN   полученная 

выше система формул 2
ожид  и 2

сист  переходит в 

соответствующие зависимости (9), (10) модели 

М/М/m//N [2]. При 0El  02 ожид  и 
222 1   обслсист . 
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