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РЕОЛОГИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ FENE-P ДЛЯ ОПИСАНИЯ ВЯЗКОУПРУГИХ СВОЙСТВ 

ПОЛИМЕРА,  ПЕРЕРАБАТЫВАЕМОГО В ЭКСТРУДЕРЕ 
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Рассматривается построение реологической модели  FENE-P, используемой для описания вязкоупругих 
свойств полимера, перерабатываемого в экструдере.   

 
Keywords: viscoelastic liquid FENE-P, extrusion head, flow. 

 
Flow of a viscoelastic liquid FENE-P in the channel typical for extrusion head is considered. Conditions of polymers’ 
flow near the solid wall and on the line of the three-phase contact are researched. 

 
Для использования результатов экспери-

ментальных данных в условиях реального производ-
ства необходимо их описание с помощью математи-
ческих моделей. Описание экспериментальных фак-
тов с помощью математических моделей позволяет 
дать физическое объяснение многих эффектов, про-
исходящих при переработке полимеров, в том числе 
и вредных для производства изделий шинных про-
изводств. Математическое моделирование течения 
жидкостей основано на использовании дифференци-
альных уравнений движения и конститутивного 
реологического соотношения. Уравнения движения 
выводятся из физических законов сохранения мас-
сы, количества движения, момента количества дви-
жения и энергии  и могут быть применены к любым 
материалам, находящимся в жидком или газообраз-
ном состоянии. Конститутивное реологическое со-
отношение определяет связь между напряжениями, 
возникающими в жидкости в результате течения, и 
скоростью деформации и зависит от природы мате-
риала, обладающего текучестью. Совместное ис-
пользование уравнений движения и конститутивных 
соотношений позволяет моделировать течения жид-
костей различной природы. 

Существует несколько причин, по которым 
используется молекулярный подход к построению 
конститутивных соотношений. Во-первых, реологи-
ческие свойства полимерных жидкостей зависят от 
структуры молекулы, молекулярно-массового рас-
пределения, жесткости молекулярной цепочки. Во-
вторых, взаимодействие между молекулами поли-
мера и растворителя может оказывать значительное 
влияние на свойства раствора. В-третьих, в окрест-
ности твердых границ движение макромолекул ог-
раничивается, что приводит к росту напряжений и 
появлению эффекта скольжения.  

В данной работе приведено построение рео-
логического конститутивного соотношения FENE-
P, основанное на Броуновской динамике и исполь-
зуемое в [1] для математического описания экстру-
зии вязкоупругих материалов.   

Построение реологического                        
конститутивного соотношения, основанное 

на броуновской динамике 
В качестве полимерной жидкости рассмат-

ривается разбавленный раствор полимера, в котором 

макромолекулы полимера находятся в растворителе, 
подчиняющемся реологическому закону Ньютона. 
Одним из популярных упрощений реальной поли-
мерной цепочки является механическая модель Рау-
за, состоящая из бусинок, свободно соединенных 
пружинками. Данная модель была развита для дос-
таточно разбавленных полимерных растворов. Это 
означает, что модель игнорирует взаимодействие 
между различными полимерными цепочками, при 
этом предсказывается возможность ориентации мо-
лекулы в пространстве.  

Основой модели Рауза является наличие по-
следовательности N  свободно-сочлененных буси-
нок, соединенных между собой 1)(N   пружинками. 

Если отклонения бусинок от равновесного положе-
ния малы, то можно считать, что растяжение пру-
жинок пропорционально действующим силам, то 
есть удовлетворяет закону Гука. Следующим упро-
щением механической модели полимерной макро-
молекулы является модель, состоящая из двух буси-
нок, соединенных гибкой пружинкой. Такая модель 
носит специальное название – гибкая гантель ( 
рис.1). 

 
Рис.1. Схема гибкой гантели. 

Рассмотрим движение гибкой гантели в по-
токе растворителя. Согласно основному дифферен-
циальному уравнению движения частицы под дей-
ствием внешних сил можно записать:  
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С учетом формулы Стокса для медленного 
обтекания частицы сферической формы выражение 
(1) можно переписать в виде: 
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бусинки; )rL
~

ur(F i0ii
)d(

i


  - сила трения Сто-

кса, действующая на бусинки гибкой гантели и воз-
никающая вследствие обтекания молекулы вязким 
растворителем;  R6i   - коэффициент трения; 

R  - радиус бусинки; )b(F


- случайная сила, возни-
кающая в результате теплового (броуновского) дви-
жения молекул растворителя и их столкновений с 
бусинками гибкой гантели. В среднем, вследствие 
своей случайности, эта сила равна нулю.  

Считая, что инерционными эффектами, 
свойственные массе бусинок, можно пренебречь, и, 
пренебрегая ускорениями движения  бусинки, мож-
но получить следующее выражение для дифферен-
циального уравнения движения бусинки: 
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В дальнейшем воспользуемся  следующими 
гипотезами: 

1) полимерная жидкость состоит из вязкого рас-
творителя и растворенного в нем полимера; 

2) раствор является разбавленным. Это означа-
ет, что взаимодействием макромолекул полимера в 
растворе можно пренебречь; 

3) полимерные молекулы представляются в виде 
гибких гантелей, то есть в виде двух бусинок, со-
единенных пружинкой; 

4) ориентация макромолекулы и ее растяжение, 
то есть конфигурация молекулы, полностью описы-
вается вектором 12 rrQ


 , соединяющим концы 

гибкой гантели, где векторы 1r


 и 2r


 являются ради-

ус-векторами, определяющими положение бусинок 
гантели; 

5)  в масштабе длины гантели течение является 
однородным; 

6) вследствие многочисленных столкновений с 
молекулами растворителя вектор конфигурации 

12 rrQ


  также является случайным вектором и 

подчиняется функции распределения )t,Q(


 .  

Уравнение для эволюции функции распре-
деления конфигурации макромолекул )t,Q(


  полу-

чается путем комбинирования уравнений движения 
бусинок (4) с уравнением непрерывности функции 
распределения конфигурации макромолекул )t,Q(


 :
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Уравнение (5) является полным аналогом 
уравнения сплошности в случае использования ги-
потезы сплошности текучей среды. 

Силы взаимодействия между бусинками 
гантели равны по величине, противоположны по 
направлению и лежат на одной прямой, т.е. 
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
 . 

Поскольку броуновские силы являются 
случайными величинами, то, в соответствие с опре-
делением энтропии  lnkS  и свободной энер-

гии STFсв  , можно записать:  
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где T - абсолютная температура; k - константа 
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Формула (6) получена из условия, что сила 
)b(

iF


имеет чисто энтропийную природу, а работа 

этой силы на перемещении  rd


 равна rdF )b(
i


  и  рас-

ходуется  на  изменение  свободной  энергии свdF ,  

то      есть rdFdF )b(
iсв


 . Из последней формулы и 

получается связь между броуновской силой )b(
iF


 и 

функцией )t,Q(


  (6). 

С учетом (6) запишем дифференциальные 
уравнения движения (4) для каждой  бусинки в от-
дельности: 
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Вычитая второе уравнение из первого, по-
лучим: 
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Подставляя преобразованное дифференци-
альное уравнение движения бусинок (8) в уравнение 
непрерывности функции распределения конфигура-

ции макромолекул )t,Q(


  (5), получим дифферен-

циальное уравнение, похожее по форме на уравне-
ние диффузии величины ψ  с конвективным слагае-

мым 
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уравнение Фоккера-Планка: 
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В этом уравнении второе слагаемое опреде-
ляет влияние гидродинамических взаимодействий. 
Третье слагаемое показывает влияние сил, возни-
кающих под действием броуновского движения. 
Четвертое слагаемое демонстрирует взаимодействие 
между бусинками в модели, образующееся за счет 
силы упругости пружинки.  

Умножая уравнение Фоккера-Планка (9)  на 
величину QQ


 и проведя процедуру осреднения по 

ансамблю (по всем вероятным значения вектора Q


), 
получим следующее уравнение: 

(e)
12

12
T

FQ2ζ

I
~

2kTζL
~

QQQQL
~

QQ
dt

d









   (10)

                                                       

)e(
1212 FQ2I

~
kT2QQ






,            (11) 

где: 
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В дальнейшем воспользуемся выражением 
Крамерса для связи компонент  тензора напряжений 
с компонентами тензора )e(FQ


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где первое слагаемое является шаровым тензором и 
определяет вклад  гидростатического давления в 
общее напряжение; второе слагаемое определяет 
вклад вязкого трения в растворителе и связан с нью-
тоновским реологическим конститутивным соотно-
шением; третье слагаемое определяет вклад упруго-
сти пружинок в суммарное напряжение.  

Проанализируем подробнее третье слагае-
мое в правой части уравнения (12).  Рассмотрим 
единичный куб, имеющий грань, ориентация кото-
рой определяется направлением вектора нормали 


. 

Известно, что число пружинок, имеющих вектор 
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уже не является равновесным распределением веро-
ятности.  
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вектора нормали 
  на вектор Q


, то есть равен ска-

лярному произведению векторов Q


 . Таким обра-

зом, величина ( 3dQ)Q(n  )
 
является усредненным 

числом пружинок, имеющих размеры вектора кон-

формации в интервале от Q

до QdQ


  и пересе-
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        Сила, возникающая в результате сум-
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 соответствует силе упругости изоли-
рованной пружинки. 

Суммируя по всем возможным длинам век-

тора конформации Q
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, получим результирующую 
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С другой стороны, суммарная сила F


 свя-
зана с напряжением 
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Сравнивая две последние формулы, полу-
чим: полимерная часть тензора напряжений опреде-

ляется по формуле )e(
p FQnT

~ 
 , что соответству-

ет последнему слагаемому в правой части уравнения 
(12). 

Нетрудно показать, что уравнение Крамерса 
(12) может, с учетом (11), быть переписано в форме 
Гизекуса:  

            



 QQ

2

n
T
~

12
s


 .                (13) 

Действительно, выделяя величину )e(FQn


 

из уравнения (11), получим: 

I
~

nkT
2

QQn
FQn

12

)e( 







. 

Подставляя полученную формулу в выра-
жение Крамерса, получим: 

12
s 2

QQn
I
~

nkTI
~

nkTT
~






  

Отсюда легко получается выражение для 
тензора напряжений в форме Гизекуса (13). 

Теперь, в соответствие с формулой Крамер-
са (12), конкретный вид компонент тензора напря-

жений T
~

 зависит только от задания конкретного 
вида силы упругости пружинки.  

        Рассмотрим несколько подробнее не-
которые виды задания силы упругости пружинок, 
соединяющих бусинки в механическом представле-
нии полимерной макромолекулы. 

Закон Гука. Закон Гука определяется в со-
ответствие с формулой: 

   QHF )e(


                              (14)     
Подставляя (8.14) в выражение Крамерса 
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(8.12), получим: 

QQnHI
~

nkTT
~

s


              (15) 

Или с учетом (11), (13) и того факта, что 




I
~ : 












 2o1T
~

T
~ ,                (16) 

где 1 -характерное время релаксации: 
12

1 H2

1


 . 

Величина 
012

s
2 H2 


  называется временем ре-

тардации и связывает характеристическое время 
релаксации и вязкость полимерной жидкости. Об-
щая вязкость раствора складывается из двух компо-
нентов pso  . Уравнение (16) называется 

реологическим конститутивным соотношением Ол-
дройда-Б. 

Конститутивное реологическое соотноше-
ние Олдройда-Б предсказывает следующие характе-
ристики полимерных жидкостей: 

- вязкость полимерной жидкости  не обла-
дает свойством аномалии вязкости, то есть o  явля-

ется постоянной сдвиговой вязкостью; 
- первая разность нормальных напряжений 

зависит от сдвиговой скорости в квадрате, а вторая 
разность нормальных напряжений равна нулю:                                               

2
1p1 2)(N    

              0)(N2  ,                  (17) 

что соответствует экспериментальным наблюдени-
ям. 

Продольная вязкость определяется сле-
дующим видом: 

s
1

p

1

p
E 3

121

2
)( 












 .       (18) 

Из формулы (18) следует, что при скорости 
продольного деформирования  , приближающейся 
к величине, равной 

12

1


, первое слагаемое стремится 

к бесконечности. Дальнейший рост скорости   ли-
шает смысла понятие продольной вязкости. 

Конститутивное реологическое соотношение 
FENE-P 

Рассмотрим закон взаимодействия между 
бусинками, соединенными пружинкой, механиче-
ской модели макромолекулы полимера   виде закона 
Уорнера: 

2

0

i

i
i

Q
Q1

QH
F













 . 

Этот закон  обладает следующими свойст-
вами:  

а) при малых деформациях пружинки зависи-
мость между силой iF


 и растяжением остается прак-

тически линейной, то есть близкой к закону Гука; 
в) дальнейшее увеличение деформации пружин-

ки приводит к увеличению ее жесткости;  
с) пружинка не может растягиваться на величи-

ну более чем на величину 0Q . 

Подстановка закона Уорнера в эволюцион-
ное уравнение (11) и в уравнение Крамерса (12) 
приводит к следующим выражениям: 
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4kT
QQ

Q

Q
1

1
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4H
QQ

12
2
0
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



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       (19) 
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nkTQQ
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Q
1

1
nHT
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2
0

2
i

p 





         (20) 

Для исключения осредненных величин, со-
держащих величину QQ


, можно воспользоваться 

процедурой Петерлина [2], заключающейся в том, 
что принимается следующее замыкающее соотно-
шение: 
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2
0

2
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




                (21) 

Полученное выражение приводит к выра-
жению для полимерной части тензора напряжений в 
виде 

I
~

nkT

Q
Q1

QQ
nHT

~

2
0

2
p 






.                  (22) 

В отсутствии движения 0T
~

p  , поэтому 

формула (22) в равновесном случае вырождается в 
формулу 

            I
~

nkT

Q
Q

1

QQ
nH

2
0

2
eq

eq 





.                   (23) 

Формула (23) представляет собой равенство 
двух тензорных величин. Следовательно, равны и 
инварианты этих тензорных величин.  Взяв опера-
цию (.)tr  от обеих частей (23), можно получить: 

nkT3

Q
Q

1

Q
nH

2
0

2
eq

2
eq 



.                    (24) 

Формула (24) может быть переписана в сле-
дующем виде: 

b
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Q
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Q
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2
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2
0

2
eq

2
0

2
eq




,                   (25) 

где 
)kT(

HQb
2
0 . 

В этом случае формула (25) может быть пе-
реписана в виде: 
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2
eq


 ,            (26) 
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откуда следует, что равновесная длина гибкой ган-
тели вследствие ее растяжения равна 

                 
b3

b3

H

kT
Q2

eq 
  .               (27) 

Введем новую тензорную величину в виде: 
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QQ3
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или 

            b
~
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b
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kT
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



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Взяв еще раз операцию (.)tr  от обеих частей 

уравнения (29), получим: 

)b
~

(tr
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H

kT
Q2


 .                 (30) 

Теперь из уравнения (19) с учетом (30) сле-
дует, что уравнение эволюции тензора конфигура-
ции с учетом закона Уорнера запишется в виде: 
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или в краткой записи:  
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где 
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Выражение (22) для полимерной части тен-
зора напряжений с учетом (28) может быть записано 
в виде: 

)I
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(I
~

nkTb
~

nkTfT
~

p 



 ,            (33) 

где 
kT

HQb
2
0  - относительная энергия; nkT  - кине-

тическая энергия броуновского движения молекул; 
n  - число гибких гантелей в единице объема или 
числовая плотность гантелей. 

Введем новую тензорную величину – тен-
зор конфигурации:  

2
eqQ

QQ3
A
~



 ,           (34) 

где: 2
eQ  - характерная равновесная длина гантели, 

определяемая из формулы (27).  
Тогда уравнения (32) и (33) могут быть пе-

реписаны относительно тензора конфигурации A
~

 в 

виде уравнения эволюции тензора A
~

: 
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и уравнения, связывающего напряжение полимер-
ной части раствора с тензором конфигурации: 
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где 2
eq

2
0

2 Q/Q3L   - масштаб растяжения 

гантели; 
H41


  - время релаксации; 

)L/31(
H4

kTn 2
p 


  - полимерная добавка к общей 

вязкости; kT - кинетическая энергия броуновского 
движения выделенной молекулы. 

Выражения (32), (33) или в другой записи 
(35), (36) определяют реологическое конститутивное 
соотношение, известное в научной литературе как 
модель PFENE  .  

Полученное реологическое соотношение 
PFENE   обладает следующими свойствами: 

- жидкость обладает аномалией вязкости. С рос-
том   вязкость уменьшается (псевдопластичность), 

а при больших скоростях сдвига   пропорцио-

нальна 
3/2 ;  

- первая разность нормальных напряжений про-
порциональна величине 3/2 ; вторая разность нор-

мальных напряжений равна нулю;  
- в продольных течениях (в течениях, происхо-

дящих под действием нормальных напряжений) 
продольная вязкость увеличивается с ростом вели-
чины   и достигает плато при больших значениях 
 . 

Заключение 

Рассмотрено построение сложного реологи-
ческого соотношения  PFENE  , которое можно 
использовать для адекватного математического опи-
сания переработки реологически сложных сред. 
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