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В данной работе строится математическая 2D модель процесса распространения концентрации загрязняю-
щего вещества под гидротехническим сооружением. Исследуется зависимость процесса распространения 
концентрации от вида источника загрязнения и параметров грунта. 

 
Key words: a hydraulic work, a diffusion-convection process, a source of contamination. 

 
The mathematical 2D model of a water pollutant concentration expansing process under hydraulic work is given in this 
paper. The dependence of a concentration expansing process on a type of a source of pollution and ground parameters 
is investigated. 

 
Введение 

Методы исследования проблем экологиче-
ской безопасности в настоящее время быстро разви-
ваются. Основой для выявления экологической си-
туации и выработки мероприятий по предупрежде-
нию и ликвидации загрязнений является: проведе-
ние комплексного мониторинга и детальной экспер-
тизы загрязненных земель, унификация ряда пара-
метров и методов, обеспечивающих очистку почв от 
загрязнения, в том числе и построение компьютер-
ных математических моделей для определения сте-
пени загрязнения. 

В связи с этим изучение фильтрационных 
процессов в моделях пористых сред, наиболее адек-
ватных к естественным условиям, является актуаль-
ным направлением, которое позволит прогнозиро-
вать формирование фронта загрязнения и давать 
оценку величины загрязненной зоны. Создаются и 
исследуются геофильтрационные модели средства-
ми математического моделирования. Математиче-
ское моделирование является одним из основных 
методов в современной гидрологии. Оно неизмери-
мо расширяет возможности последней как в ее фун-
даментальных исследованиях, так и в области ее 
практических приложений. 

Процесс переноса загрязнения под гидро-
техническим сооружением, подземный контур кото-
рого задан в виде полукруга рассматривается в ра-
боте [1]. 

1. Постановка задачи. Рассматривается ре-
ка, перегороженная плотиной, для устойчивости 
которой строят противофильтрационные завесы. Из-
за разностей уровней воды перед плотиной и за пло-
тиной происходит фильтрация в обход гидросоору-
жения. Откосы берегов считаются вертикальными, а 
угол наклона свободной поверхности очень малым, 
поэтому вводиться допущение, что пьезометриче-
ский напор постоянен по высоте. Процесс переноса 
загрязнения под гидротехническим сооружением, 
подземный контур которого задан в виде прямо-
угольника (рис.1), описывается дифференциальным 
уравнением [2, 3]: 
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где xD  и yD  − коэффициенты конвективной диф-

фузии,   − активная пористость, 0c  - значение 

концентрации на границе, AB  граница верхнего 
бьефа, CD  граница нижнего бьефа, xl  и yl дли-

на и глубина подземного контура плотины, xL  и 

yL  длина и глубина области фильтрации, xV , yV  

- составляющие скорости фильтрационных потоков 
под гидротехническим сооружением, Z  область 
фильтрации. 

Составляющие скорости xV  и yV  фильтра-

ционных потоков под гидротехническим сооруже-
нием вычисляются следующим образом: 
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где h – действующий напор, xk  и yk  - коэффици-

енты фильтрации. 

 
Рис. 1 - Схема гидротехнического сооружения 
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При нахождении распределения напора под 
гидросооружением предполагается, что процесс 
фильтрации воды является стационарным и описы-
вается уравнением: 
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где 21, HH  - значения напоров на верхнем и ниж-

нем бьефах. 
2. Численное решение. Для численного ре-

шения системы (1) – (6) используется метод конеч-
ных разностей [3, 4]. При дискретизации системы (1) 
– (6) вводятся в области 
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Для конечно-разностной аппроксимации 
конвективного члена в уравнении (1) используется 
процедура взвешивания «вверх по потоку» [3], а для 
диффузионного сохраняется симметричное взвеши-
вание. Граничные условия аппроксимируются вто-
рым порядком точности.

 

Конечно – разностный аналог краевой зада-
чи (1) − (6) запишется в виде [3, 4]: 
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3. Результаты численных расчетов. Рас-

сматривается модельный пример, где глубина под-
земного контура плотины yl  (рис.1), выбирается 

таким образом, чтобы его значение не вносило по-
грешность в решение задачи. Исходные данные: 

101 H м, 52 H м, 20xL  м, 10yL  м, 

85,2xl м, 2yl м, 4,0 . В начальный момент 

времени (t=0) на границе верхнего бьефа AB кон-
центрация загрязнения 10 c , а в остальных точках 

физической плоскости 00 c . Пористая среда под 

плотиной считается изотропной: 
1,0 yx DD м2/сут и 0,1 yx kk  м/сут. Поле 

концентрации на момент времени Т=20 суток при-
веден на рис. 2. Результаты расчетов показывают 
что, загрязнение за счет конвективного переноса 
доходит до нижнего бьефа за 5 суток, а за 100 суток 
происходит полное загрязнение области Z в силу 
конвективно-диффузионного переноса. 
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Рис. 2 - Поле концентрации при Т=20 сут, 

yx kk  , yx DD   

Грунт под гидросооружением может иметь 
слоистое строение, обусловленное особенностями 
процесса осадконакопления. В слоистых грунтах 
фильтрационные свойства в плоскости слоев отли-
чаются от фильтрационных свойств в направлении, 
перпендикулярном к слоям, т.е. являются анизо-
тропными. 
 

 
Рис. 3 - Поле концентрации при Т=20 сут, 

yx kk  , yx DD   

На рис. 3 приведено поле концентрации, 
вычисленное при 1,0xD  м2/сут, 05,0yD  

м2/сут, 0,1xk  м/сут и 1,0yk  м/сут. Из рис. 3 

видно что, в вертикальном направлении преобладает 
диффузионный перенос, а в горизонтальном – кон-
вективный. В этом случае загрязнение доходит до 
нижнего бьефа за 15 суток, а за 600 суток происхо-
дит полное загрязнение. 

Далее моделируется процесс распростране-
ния загрязнения, когда источником на верхнем бье-
фе является труба. Результаты расчетов для различ-
ных грунтов приведены на рис. 4, 5. При изотроп-
ном грунте загрязнение доходит до нижнего бьефа 
за 15 суток, а при анизотропном – за 25 суток. При 
анизотропном грунте процесс распространения за-
грязнения происходит медленнее. Это связано с ма-
лым вкладом конвективного переноса в вертикаль-
ном направлении на процесс распространения за-
грязнения. 

 
Рис. 4 - Поле концентрации при Т=30 сут, 

yx kk  , yx DD   

 
 

Рис. 5 – Поле концентрации при Т=30 сут, 

yx kk  , yx DD 
  

Вывод 

Разработан вычислительный алгоритм для 
моделирования процесса распространения загрязне-
ния под гидросооружением при изотропном и ани-
зотропном грунтах, а также в зависимости от вида 
источника загрязнения. Использование неравномер-
ной сетки позволило, не увеличивая количество уз-
лов, получить результаты с точностью достаточной 
для практики. При этом измельчение шага сетки 
производилось в районах больших градиентов напо-
ра. 
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