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Проектирование оптимальных химико-технологических систем при учете неопределенности исходной физи-
ческой, химической и экономической информации должно обеспечивать получение  работоспособной конст-
рукции. В статье рассматриваются одноэтапная и двухэтапная задачи оптимизации с жесткими и мягкими 
ограничениями, решение которых необходимо при проектировании гибких оптимальных систем. Предлагают-
ся подходы, позволяющие учитывать взаимную статистическую  зависимость между неопределенными па-
раметрами в постановке задачи 

 
Key words: optimal process design, optimization under uncertainty, chance constraints, statistically dependent uncertain parameters. 

 
Effective chemical process design under physical, chemical, economic uncertainty must obtain a flexible process. In 
this paper one-stage and two-stage problems with hard and chance constraints are considered. Ones must be solved to 
obtain an effective flexible process. Approaches, which take into account the statistically relationship between parame-
ters, are discussed.  
 

Введение 

Проектирование химико-технологических 
систем (ХТС) происходит в условиях частичной 
неопределенности исходной информации, вследст-
вие чего необходимо проектировать гибкую ХТС, 
которая будет работать эффективно в смысле задан-
ного критерия эффективности и будет работоспо-
собна, то есть будет выполнять предъявляемые к 
ней требования [1]. Решение этих задач отличается 
исключительной сложностью. Однако еще в 70-х 
годах Sargent [2] уже отметил, что мы должны рас-
сматривать задачи проектирования как задачи мате-
матического программирования, несмотря на их 
сложность и большую размерность. Поэтому разра-
ботка эффективных и быстродействующих методов 
решения задач проектирования ХТС остается акту-
альной задачей. 

Выделим в жизни ХТС две стадии – функ-
ционирования и проектирования, и предположим, 
что неопределенные параметры относятся к вероят-
ностному типу с известными параметрами закона 
распределения, о которых можно получить точную 
информацию на этапе функционирования. Это при-
водит задачи проектирования оптимальных ХТС к 
виду задач стохастической оптимизации. Для реше-
ния задач проектирования с учетом неопределенно-
сти обычно используют одноэтапную или двухэтап-
ную задачи оптимизации. Далее мы будем рассмат-
ривать задачи с вероятностными и жесткими огра-
ничениями. 

Неопределенность в критерии задачи будем 
учитывать, используя математическое ожидание 
функции ),z,d(f  , характеризующей эффективность 

работы ХТС, за рассматриваемый период функцио-
нирования, где d  – dn -вектор конструктивных па-

раметров, z  – zn -вектор управляющих перемен-

ных,   – n -вектор неопределенных параметров, 

),z,d(f   – некоторая функция оценки эффективно-

сти функционирования ХТС. О параметрах   из-
вестно, что они принадлежат некоторой области T . 
Тогда среднее значение функции ),z,d(f   на облас-

ти T  изменения значений параметров   за период 
функционирования  вычисляется по формуле [3] 

 
T

d)(),z,d(f]T),,z,d(f[E ,  (1) 

)(  – плотность распределения для параметров  . 

Одноэтапная и двухэтапная задачи 
оптимизации 

Одноэтапная задача оптимизации с учетом 
вероятностных и жестких ограничений имеет вид [4] 

)],z,d(f[E
Hz,d

min 


  (2) 

j}0),z,d(jgPr{  , m,...,1j , (3) 

0 ),z,d(jg
T

max 


, pm,...,1mj  . (4) 

где H  – область изменения конструктивных и 
управляющих параметров,   }0,z,djgPr{   – веро-

ятность удовлетворения ограничения 0),z,d(jg   

jd)(}0),z,d(jgPr{
j




  ,  (5) 

}T,0),z,d(jg:{j  . (6) 

Правая часть равенства (5) есть вероятность 
попадания случайной точки   в область j . Огра-

ничения (4) являются жесткими. 
Двухэтапная задача стохастической оптимизации 
предполагает учет возможности подстройки управ-
ляющих переменных под изменяющиеся условия 
эксплуатации, и имеет вид 




  d)()),(z,d(

T

f
)(z,d

min1f , (7) 

j}0)),(z,d(jgPr{  , pm,...,1j  . (8) 
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0)),(z,d(jg  , pm,...,1mj  , T , (9) 

10  , m,...,1j  , 

где 
))(z,d(jh)),(z,d(jg  , pm,...,1mj  . 

Здесь }0)),(z,d(jgPr{   определена (5), где 

}0)),(z,d(jg:{j  . 

В задаче (7) управляющие переменные )(z   

являются многомерными функциями неопределен-
ных параметров  .  

Основная сложность решения задач (2) и (7) 
в виде задач нелинейного программирования состо-
ит в необходимости на каждой итерации вычислять 
многомерные интегралы в критерии и ограничениях 
задач. В связи с этим желательно либо исключить 
вычисление многомерных интегралов либо значи-
тельно снизить число таких вычислений. 

Известны три пути преодоления таких 
сложностей. Первый подход использует Гауссовы 
квадратуры [5]. Acevedo и Pistikopoulos [6] рекомен-
дуют три альтернативные квадратурные формулы. 
Для нормально распределенных параметров 
Bernardo с соавторами [7] предложили специальную 
квадратурную формулу для вычисления многомер-
ного интеграла, которая значительно снижает число 
требуемых точек (узлов) вычисления функции. Вто-
рой подход основан на использовании методик дис-
кретизации (Монте-Карло, Латинский гиперкуб или 
дискретизирующие последовательности Hammersley 
(HSS)) [8], [9]. Авторы показали, что среди всех 
подходов дискретизации подход HSS наиболее эф-
фективен. К сожалению, оба подхода требуют не-
скольких сотен аппроксимационных точек для по-
лучения приемлемой точности.  

Третий подход состоит в преобразовании 
вероятностных ограничений в детерминированные. 
Способ преобразования линейных вероятностные 
ограничения  в детерминированные предложен в 
[10]. В [11] Maranas дает преобразование для огра-
ничений, зависящих нелинейно от поисковых пере-
менных и линейно от неопределенных параметров. 
Группа ученых под руководством Wozny в работе 
[12] предложили метод решения стационарной од-
ноэтапной задачи оптимизации с вероятностными 
ограничениями для случая монотонной зависимости 
между значениями ограничений и значениями неоп-
ределенных параметров.  

Верхние оценки критериев задач 

Нами были предложены подходы к решению 
ОЭЗО [13, 14] и ДЭЗО [15] с вероятностными и жест-
кими ограничениями, позволяющие избежать много-
мерного интегрирования на каждой итерации. В статье 
будет предложен подход к решению ОЭЗО и ДЭЗО с 
вероятностными и жесткими ограничениями.  

В [16] мы предложили формализацию зада-
чи верхней оценки критерия ОЭЗО с вероятностны-
ми и жесткими ограничениями. Для исключения 
вероятностных ограничений в [14, 16] предложено 
каждое ограничение (3) заменять на  

0),z,d(jg
T

max

j


 

, (10) 

 j}TPr{
j

 . (11) 

Проводить поиск формы, размера и место-

нахождения области 
j

T  сложно, поэтому аппрок-

симируем ее многомерным прямоугольником 
j

T  

[16]. Тогда мы получим верхнюю оценку критерия 
задачи (2). 

Задача уточнения верхней оценки критерия 
задачи (2) [14], [16] на k -ой итерации имеет вид 
задачи полубесконечного программирования [17] 

]T),,z,d(f[apE
,,Hz,d

min)k(
1f l,j,U

i
l,j,L

i




 ,  (12) 

0)jlw)l,j,Ll,j,U(l,j,L,z,d(jg
Tw

max
jl),k(

w
jl




,  (13) 

m,,1j  , )k(
jN,...,1l  ,  

0),z,d(jg
T

max
jl




, pm,...,1mj  ,  (14) 

j

N

1l

n

1i

)]l,j,L
i

~
()l,j,U

i
~

([

)k(
j


 

 


, m,...,1j  ,  (15) 

i

]i[El,j,L
il,j,L

i
~




 , 

i

]i[El,j,U
il,j,U

i
~




 , 

l,j,L
i

l,j,LR
i  , l,j,UR

i
l,j,U

i  , l,j,U
i

l,j,L
i    (16) 

 n,...,1i , m,...,1j  , )k(
jN,...,1l  , 

}n,...,1i,1jl
iw0:jl

iw{jl),k(
wT  ,  

где 
 ]T);,z,d(f[apE

 
 























)k(N

1l

n

1i

)lila]lT;i[E(
i

)l,z,d(f
)l,z,d(fla  (17) 

 

lT

d)(la , (18) 

 

lT

d)(i]lT;i[E , (19) 

  – функция стандартного нормального распреде-
ления. 

Уточнение оценки проводится на основе 
процедуры, использующей на k -й итерации разбие-

ние области T  на )k(N  подобластей lT , )k(N,...,1l  , 

[4, 18], где  


kN

1l
qTT


 , 

21 lTlT  , (20) 
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где )k(N,..,11l  , )k(N,..,12l   и 2l1l  , а также 

разбиение на подобласти областей )k(
jlT , аппрокси-

мирующих 
j

T   

 )k(
jqT)k(

jlT )k(
jN,...,1q,)k(

jN,...,1l  ,m1,...,=j , 

, ql  . (21) 
Каждому ограничению (3) будет соответст-

вовать своё множество областей )k(
jlT , 

}n,...,1i,)k(,l,j,U
ii

)k(,l,j,L
i:{)k(

jlT  , 

)k(
jN,...,1l  .  

Алгоритм решения ОЭЗО (2) на основе вы-
числения верхней оценки критерия приведен в [14]. 

Аппроксимация (17) [18] могла бы быть ис-
пользована и для ДЭЗО (7), но мы не знаем вида 
зависимости  управляющих переменных )(z   от 

неопределенных параметров  . В [19] мы предло-
жили аппроксимировать )(z   кусочно-линейной 

зависимостью 























.)k(
N

T,n
N
n

b...1
N
1bN

0b

,)k(
1T,n

1
n

b...1
1
1b1

0b

)(z~

)k(

)k()k()k(
  (22) 

Здесь вектора l
ib ,  n,...,1i , )k(N,...,1l  , 

имеют размерность zn . При малых размерах облас-

тей lT  мы можем получить хорошую аппроксима-

цию зависимостей )(z  . Вид аппроксимации крите-

рия для ДЭЗО [20] примет вид 


















n

1i

)]l
ila]lT,i[E(

i

)l,lb,d(F

N

1l

)l,lb,d(Fla[]T),,b,d(F[apE

)k(

 (23) 

здесь ),n
nb1

1b0b,d(f),b,d(F 


 , и для 

la , ]lT,i[E   используются формулы (18), (19). 

Итак, мы получим вид верхней оценки кри-
терия ДЭЗО (7) [20] 

]T),,b,d(F[apE
,,Hb,d

min)k(
2f l,j,U

i
l,j,L

i




  (24) 

0)jlw)l,j,Ll,j,U(l,j,L,b,d(jG
Tw

max
jl),k(

w
jl




, 

m,...,1j  , )k(
jN,...,1l  ,  

0),b,d(jG
T

max
jl




, pm,...,1mj  , )k(
jN,...,1l  , 

j

N

1l

n

1i

)]l,j,L
i

~
()l,j,U

i
~

([

)k(
j


 

 


, m,...,1j  ,  

i

]i[El,j,L
il,j,L

i
~




 , 

i

]i[El,j,U
il,j,U

i
~




 , 

l,j,L
i

l,j,LR
i  , l,j,UR

i
l,j,U

i  , l,j,U
i

l,j,L
i  , 

 n,...,1i , m,...,1j  , )k(
jN,...,1l  , 

}n,...,1i,1jl
iw0:jl

iw{jl),k(
wT  .  

где ),n
nb1

1b0b,d(f),b,d(F 


 ,  

),n
nb1

1b0b,d(jg),b,d(jG 


 ,  

pm,...,1j  . 

Алгоритм уточнения оценки критерия 
ДЭЗО (7) приведен в [21]. 

Рассмотренный выше подход к решению 
ОЭЗО и ДЭЗО использует предположение о стати-
стической взаимной независимости неопределенных 
параметров [14, 15]. Однако, если параметры i  

коррелируют между собой, использование задач (12) 
для ОЭЗО и (24) для ДЭЗО даст грубую оценку кри-
териев задач. Рассмотрим способы решения задач, 
учитывающие статистическую зависимость между 
неопределенными параметрами, на примере ОЭЗО 
(2). 

Подход 1. Мы предполагаем, что неопреде-
ленные параметры имеют совместное нормальное 
распределение с плотностью  







 








)(1T)(
2

1
exp

2
1

)(det2
n

)2(

1
)(

,  (25) 

где ]i[Ei   – среднее значение параметра i , i  – 

среднеквадратичное отклонение параметра i ,   – 

матрица вида  jiij  , ij  – коэффициент кор-

реляции параметров i  и j . То есть неопределен-

ные параметры   имеют распределение  ),(nN  . 

Известно, если случайные параметры   
имеют распределение ),(nN  , то случайные пере-

менные y  вида 

)(1T)(y  . (26) 

имеют распределение 2  с n  степенями свободы 

[22]. Согласно определению функции распределения 
имеем 

)C(2d
C

)(}CyPr{ 



  . 

Для каждого   мы можем поставить в со-
ответствие свое C , удовлетворяющее следующему 
условию 
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 }CyPr{ . 

Здесь C  является некоторой функцией от 
 . Аналитический вид такой функции можно найти 

с помощью таблиц значений распределения 2  

[22].  Итак, верно  

 )}(C)(1T)Pr{( , (27) 

и область T , вероятность попадания   в которую 
равна   ( 1 ), удовлетворяет условию 

)}(C)(1T)(:{T  . (28) 

Если задать 1 , то область неопреде-
ленности T  примет вид 

)}(C)(1T)(:{T  . (29) 

Если j , 10 j  , тогда в качестве 

области 
j

T  (см. (10), (11)) на которой выполняется 

ограничение (3) можно использовать область  

)}j(C)(1T)(:{T
j

 , (30) 

поскольку в этом случае, согласно (27), вероятност-

ная мера области 
j

T  равна j  и, соответственно, 

ограничение (11) выполняется. Границей области 

является )j(C)(1T)(   – гиперэллип-

соид. 
Тогда верхняя оценка ОЭЗО (2) примет вид 

)],z,d(f[apE
Hz,d

min1,1f 


  (31) 

0),z,d(jg
T

max

j


 

, m,...,1j  , (32) 

0 ),z,d(jg
T

max 


, pm,...,1mj  .  

Мы получили задачу полубесконечного 
программирования с детерминированными ограни-
чениями [17]. Для ее решения мы можем использо-
вать первую итерацию алгоритма вычисления верх-
ней оценки ОЭЗО (2) с независимыми параметрами 
 [14]. 

Заметим, что в задаче (31) область 
j

T  за-

фиксирована. К сожалению, мы не можем опреде-
лить местоположение и форму областей 

j
T  более 

точно, используя процедуру дробления, предложен-
ную для случая независимых неопределенных пара-
метров. Это невозможно из-за  того, что после дроб-
ления мы не можем без вычисления многомерных 
интегралов определить левые части вероятностных 
ограничений (32). Однако, первая итерация решения 
задачи (31) дает некоторую оценку критерия задачи 
(2) за очень малое время. 

Разработаем теперь подход, позволяющий 
уточнять получаемую оценку критерия задачи (2). 

Подход 2. Известно, что случайные пара-
метры i ,  n,...,1i , могут быть представлены в 

виде следующего разложения [3] 
,ninc22ic11iciai 

   (33) 

 n,...,1i , 

где ]i[Eia  , случайные параметры i ,  n,...,1i , 

являются независимыми случайными параметрами, 
имеющими одномерное стандартное нормальное 
распределение )1,0(1N , матрица )ijc(C   удовле-

творяет условиям  

TCC , (34) 
здесь матрица   – ковариационная матрица. Пере-
пишем уравнение (33) в виде матричной записи 

 Ca , (35) 

Мы можем рассматривать уравнение (35) 

как систему из 2n  нелинейных уравнений с 2n  

неизвестными элементами ijc  матрицы C . Однако, 

число независимых уравнений в системе равно 
2n5.0  , поскольку матрицы   и TCC  симметрич-

ные. В общем, условию (34) удовлетворяет беско-
нечное число матриц C . Будем определять значения 
элементов матрицы из решения следующей задачи 
оптимизации 

2n

1j,i

n

1k
ijkjcikc

c
min

ij
 
 

 














 , 

где ij  – элементы матрицы ковариации  . По-

скольку матрицы   и TCC  симметричные, задача 
может быть сведена к следующему виду 

2n

1i

n

ij

n

1k
ijkjcikc

c
min

ij
 
  

  














 . 

Сделаем замену параметров i  в задаче (2), 

используя соотношения (35). Тогда мы получим за-
дачу 

)],z,d(F[E
Hz,d

min 


 (36) 

 j}0),z,d(jGPr{  , m,...,1j  ,  

0),z,d(Gmax j
T




, pm,...,1mj  , 

где )Ca,z,d(f),z,d(F  , 
)Ca,z,d(jg),z,d(jG  , pm,...,1j  , 

}n,...,1i,ikiik:i{T  .  
Задача (36) имеет вид ОЭЗО (2) с независи-

мыми неопределенными параметрами i , имеющи-

ми стандартное нормальное распределение )1,0(1N . 

Для решения задачи (36) мы можем использовать 
алгоритм, разработанный для ОЭЗО (2) [14].  

Подход 1 и Подход 2 без нарушения общ-
ности могут быть распространены на решение ДЭЗО 
(7) при использовании алгоритма [15]. 

Вычислительный эксперимент 

Рассматривается задача проектирования 
системы реакторов, представленной на рисунке 1 
[12]. В реакторах 1 и 2 протекают реакции превра-
щения вещества A  в вещество B  и, далее, в веще-
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ство C . Математические модели реакторов имеет 
вид: 
Реактор 1 

11V1AC1k1AC  ; 

11V1BC3k1AC1BC  ; 

11 RTEe10k1k  ; 

12 RTEe20k3k  ; 

Реактор 2 
02V2AC2k1AC2AC  ; 

02V2BC4k1AC2AC1BC2BC  ; 

21 RTEe10k2k  ; 

22 RTEe20k4k  . 

0 1AC   
2AC

2BC
1T  1V  2V  2T  1AC  

1BC  

2 4k k

A B C   
31 kk

A B C   

2  1  

Рис. 1 -  Система из двух реакторов 
 

В качестве неопределенных параметров вы-
браны }20k;10k;2E;1E{ . Характеристики не-

определенных параметров: 

1E : N =6665,948;  =200; 

2E : N =7985,248;  =240; 

10k : N =0,715;  =0,0215; 

20k : N =0,182;  =0,0055. 

Неопределенные параметры предполагают-
ся независимыми и подчиняющимися нормальному 
закону распределения. Область неопределенности 
имеет вид многомерного параллелепипеда 

}kNkN{  . 

Целевая функция представляет собой капи-
тальные затраты 

2V1Vf  . (37) 

Ограничения задачи имеют вид: 
11AC0    
11BC0   
12AC0    
12BC0   

*
BC2BC  .  (38) 

Все ограничения, кроме (38) должны вы-
полняться безусловно, ограничение (38) – с задан-
ной вероятностью. В качестве поисковых перемен-
ных выбраны: конструктивные переменные d  – 
объемы реакторов 1 и 2 – 1V , 2V ; режимные пере-

менные z  – температуры в реакторах 1 и 2 – 1T , 

2T . Диапазоны изменения поисковых переменных 

имеют следующий вид: 
161V0    

53,6611T4,601   

162V0    

4,6012T26,541  . 

Мы решили четыре задачи для этой ХТС. 
Без учета статистической зависимости неопределен-
ных параметров были решены ДЭЗО (алгоритм см. в 
[15]) и ОЭЗО (алгоритм см. в [14]). При учете стати-
стической зависимости задача решалась в постанов-
ке ОЭЗО на основе Подходов 1 и 2.  

В таблице 1 приведены требуемое значение 
*
BC  концентрации целевого вещества B  на выходе 

ХТС и значений вероятности выполнения ограниче-
ния (38), для которых решалась задача, а также по-
лученные значения критерия f  и затраченное на 
получение решения время t  (индекс А соответству-
ет решению авторов [12]; индексы О – ОЭЗО, Д – 
ДЭЗО при независимых параметрах). 

В таблице 2 для тех же требований приве-
дены результаты решения ОЭЗО при учете стати-
стической зависимости между неопределенными 
параметрами (индексы: П1– подход 1, П2 – подход 2 
для решения ОЭЗО с зависимыми параметрами). 

Таблица 1 -  Результаты решения задачи оптими-
зации, верхняя оценка 

*
ВC   Af  Оf  Оt  Дf  Дt  

0,50 0,90 3,62 2,96 96,4 2,83 534 

0,50 0,95 3,67 3,07 58,3 2,92 426 

0,52 0,90 3,9 3,58 11248 3,56 2112 

0,52 0,95 3,96 3,83 12224 3,80 1357 
 

Анализируя полученные результаты, заме-
тим, что без учета статистической зависимости не-
определенных параметров полученное нами реше-
ние ОЭЗО, дает значение критерия, меньшее на 3-
18%, чем в [12]. При этом решение ДЭЗО дает зна-
чение критерия в сравнении с ОЭЗО меньшее на  
0,6-5%.  

Таблица 2 -  Результаты решения ОЭЗО, учет 
зависимости 

*
ВC   1Пf  1Пt  2Пf  2Пt  

0,50 0,90 2,83 0,2 2,74 849 

0,50 0,95 2,86 0,3 2,80 266 

0,52 0,90 3,51 0,3 3,16 126 

0,52 0,95 3,74 0,3 3,2 460 

 
Учет статистической зависимости неопре-

деленных параметров при решении ОЭЗО на основе 
Подхода 2 дал значение критерия меньшее на 23-
32%, чем в [12]. Отметим, что первая итерация ал-
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горитма решения ОЭЗО [16] для Подхода 1 дала 
значение критерия меньшее на 5-28%, чем в [12] за 
очень малое время. 

Заключение 

В статье рассмотрены подходы к решению 
задач проектирования гибких ХТС, представленных  
в форме одно- и двухэтапных задач оптимизации с 
жесткими и вероятностными ограничениями. Слож-
ность решения таких задач состоит в необходимости 
вычисления многомерных интегралов на каждой 
итерации метода при прямом решении задач.  

Использование предложенных алгоритмов 
для решения одно- и двухэтапных задач оптимиза-
ции возможно как при взаимно независимых неоп-
ределенных параметрах, так и при статистической 
взаимной зависимости между неопределенными 
параметрами. Для решения задач в последнем слу-
чае предложены два подхода, сводящие исходные 
задачи к задачам детерминированного полубеско-
нечного программирования, которые могут быть 
решены разработанными алгоритмами.  

Представленные в статье результаты реше-
ния задачи проектирования оптимальной ХТС пока-
зывают эффективность разработанных подходов и 
алгоритмов в сравнении с опубликованными ранее 
решениями других авторов. 
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