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Основным элементом кнопочного переключателя является круглая в плане пологая сферическая оболочка, сво-
бодно опирающаяся на плиту с прямоугольной канавкой. Поперечная сила, приложенная в вершине купола, вы-
зывает потерю устойчивости оболочки. Верхняя и нижняя критические силы определяются из графика зави-
симости прогиб-нагрузка. Задача решается методом конечных разностей.   
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The stability problem of rectangular in plane shallow cylindrical panel under the transverse force applied at the center 
of the panel was solved using the finite difference method and the theory of shallow elastic shells. The curvilinear edges 
of the panel are based freely on the hemispherical supports. Under the static loading the panel is deformed with the 
formation of a large deflections. The panel is a primary element of pushbutton switch for which the magnitudes of the 
upper and lower critical forces are determined. 

 
Наряду с цилиндрическими оболочками 

[1,2],  в кнопочных переключателях применяются 
также пологие сферические оболочки. 

Постановка и метод решения задачи 
Пологая сферическая оболочка, имеющая 

толщину t , радиус кривизны R , диаметр плана a , 
свободно опирается на плиту с канавкой шириной b  
(рис. 1 и 2). Под действием поперечной силы P , 
приложенной в полюсе, оболочка теряет устойчи-
вость хлопком и замыкает электрическую сеть. Раз-
рыв сети происходит при выхлопе оболочки. Таким 
образом,  для заданных параметрах оболочки требу-
ется определить верхнюю и нижнюю критические 
силы. 

 

 
Рис. 1 – Сечение оболочки 

Уравнения равновесия с учетом геометри-
ческой нелинейности, принятые в перемещениях, 
записаны в полярной системе координат [3,4]. Дан-
ная задача является двумерной и решается методом 
конечных разностей. Полярная сетка точно описы-
вает контур оболочки. К недостатку следует отнести 
то, что у полярной сетки расстояния в окружном 
направлении между узлами увеличиваются при уда-
лении от полюса. Кроме того, уравнение равновесия 

относительно прогиба в полюсе имеет особенность. 
Эту проблему можно разрешить разными способа-
ми. В данном случае уравнение равновесия в полю-
се не привлекалось. Прогиб в полюсе принимался 
заданным, а искомая поперечная сила считалась 
распределенной по площади кольца с радиусами 

h5,0  и h5,1 , где h  – шаг сетки в радиальном на-
правлении. Число делений сетки принималось: 12 в 
радиальном и 48 в окружном  направлениях. Ап-
проксимация производных принята с погрешностью 
порядка квадрата шага сетки, а для нелинейных со-
ставляющих – с повышенной точностью аппрокси-
мации. Учитывая симметрию деформирования обо-
лочки, достаточно рассматривать четвертую часть ее 
поверхности. Для решения системы нелинейных 
разностных уравнений применялся метод общей 
итерации [4]. Сходимость последовательных при-
ближений на восходящем участке графика до верх-
ней критической силы была достаточно быстрой. На 
участке от верхней до нижней критических сил схо-
димость была медленнее. 

Чтобы использовать полученные результа-
ты для оболочек разных размеров, введем безраз-
мерные параметры: tww /* =  – прогиб оболочки в 
полюсе, )4/(2 Rtak =  – кривизна оболочки, 

)4/( 42* EtPaP =  – поперечная сила, где E – мо-
дуль упругости. Коэффициент Пуассона в расчетах 
был принят 3,0=ν . 

Результаты вычислений 
Как видно из рис.2, угол AOB∠=ϕ  зави-

сит от соотношения размеров a  и b . Расчеты пока-
зали, что при o45≤ϕ  с ростом поперечной силы от 

нуля до верхней критической *
вP  края оболочки на 

участках AD  и BC  опускаются вниз, а на участках 
AB  и CD  приподнимаются над плитой. Таким об-
разом, оболочка опирается в четырех точках: 
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CBA ,,  и D . При o45≥ϕ  участки контура  AB  и 
CD   не приподнимаются. 

 
Рис. 2 – Вид оболочки сверху 

На рис. 3 построены графики зависимости силы *P  
от величины прогиба *w  в полюсе оболочки с кри-
визной 9=k  при o45=ϕ  (кривая 1) и   o15=ϕ   
(кривая 2), по которым определены соответственно 
верхние 9,18* =вP ;  4,20* =вP  и нижние 52,3* =нP ; 

60,3* =нP  критические силы. 

 
Рис. 3 – Зависимости прогиб-нагрузка для обо-
лочки с кривизной 9=k  

Зависимости верхних (кривые 1 и 2) и ниж-
них (кривая 3) критических сил от кривизны обо-
лочки показаны на рис.4. Кривая 1 построена для 
соотношения размеров a  и b , при которых 

o45=ϕ , кривая 2 – при o15=ϕ . Верхние критиче-
ские силы  в зависимости от угла ϕ  могут отличать-
ся на 8 – 10%. Нижние критические силы от угла ϕ  

в интервале oo 4515 ≤ϕ≤  мало зависят. Оболочки 
с кривизной 4≤k  деформируются без хлопков. С 
ростом кривизны увеличивается разность между 
верхней и нижней критическими силами. Для обо-
лочек с кривизной 13≥k  нижняя критическая сила 
становится отрицательной. Это означает, что при 

снятии поперечной силы восстановления первона-
чальной формы оболочки не будет. 

 
Рис. 4 – Зависимости верхних и нижних критиче-
ских сил от кривизны 

Радиальные перемещения точек контура со-
ставляют порядка 2 – 3% от величины прогиба в 
полюсе. 

Выводы  
В кнопочных переключателях чаще приме-

няют оболочки, для которых соотношение между 
верхней и нижней критическими силами 

2/ =нв PP . По графикам рис.4 определяем безраз-
мерный параметр кривизны 8,6=k . Если, напри-
мер, диаметр плана 16=a мм, толщина 1,0=t мм, 
то можно вычислить радиус кривизны оболочки: 

118)4/(2 == ktaR мм. По кривой 1 ( o45=ϕ ) из 

рис.4 определяем безразмерный параметр 10* =вP . 
Тогда для стальной оболочки с модулем упругости 

11102 ⋅=E Па находим величину верхней критиче-
ской силы: 12,3/4 2*4 == aPEtP вв Н. Приведен-
ные на рис. 4 результаты вычислений позволяют 
определять критические силы для пологих оболочек 
с широким диапазоном геометрических размеров. 
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