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Разработаны простые методы повышения точности численного решения обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОДУ). Показана эффективность их применения по сравнению с известными численными методами 
на примерах решения ОДУ химической кинетики. 
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New simple numerical methods for solving of ordinary differential equations (ODE) were developed. The efficiency of 
their application in comparison with known numerical methods on  examples solving of ODE  chemical kinetics was 
showed. 

 
Введение 

 
Известно [1], что химическая кинетика  наука 

о скоростях и закономерностях протекания химиче-
ских реакций во времени. Один из основных этапов 
ее исследования связан с решением задачи Коши  
численным интегрировании обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (ОДУ) с начальными усло-
виями, описывающих зависимости концентраций 
реагентов во времени. От точности используемого 
метода решения зависит адекватность описания ки-
нетики конкретной реакции определенными ОДУ. 
Особенно это важно для реакций, характеризую-
щиеся сложным кинетическим поведением [2-4]. В 
данной статье разработаны методы повышения точ-
ности численного решения задачи Коши без увели-
чения порядка приближения с иллюстрацией их эф-
фективности по сравнению с аналогичными извест-
ными численными методами на примерах решения 
ОДУ химической кинетики конкретных химических 
реакций. 

 
Результаты и их обсуждение 

 
Рассмотрим задачу Коши для системы ОДУ 

вида  
y  dy/dt = f(у(t),t),  у(t0) = y0,   (1) 

где у(t) = (y1, y2,…, yk) – вектор зависимых пере-
менных, y0 – вектор начальных значений перемен-
ных, t  независимая переменная (время), t0  на-
чальный момент времени (начало эволюции), f – 
известная (заданная) функция. Задача Коши в об-
щем виде не имеет точного решения в квадратурах 
[5].  Численные методы решения основаны на раз-
личных разностных схемах, представляющих собой 
конечное приближение бесконечного ряда, аппрок-
симирующего функцию у(t). Чем выше порядок 
приближения, тем, как правило, ниже погрешность 
метода (увеличение порядка приближения не обяза-
тельно снижает погрешность). Целью данной рабо-
ты является построение простых методов численно-
го решения задачи Коши с минимальной погрешно-
стью без увеличения порядка приближения, которые 
можно отнести к модификациям методов Эйлера. 

1. Одномерные системы. Все модификации 
методов Эйлера основаны на аппроксимации зави-
симой переменной у(t) конечным числом p членов 
бесконечного ряда Тейлора в малой окрестности 
начального приближения [5] 

y(t0+h)  y(t0) + y(t0)h + y (t0)h2/2! + 
 y (t0)h3/3! +…. + y(p)(t0)h

p /p!.  ............... (2) 
Погрешность формулы (2) (остаток порядка p) оп-
ределяется бесконечным рядом 

Rp(h) = y(p+1)(t0)h
p+1 /(p+1)! + y(p+2)(t0)h

p+2 /(p+2)! + 
…  o(hp)  O(hp+1).  ............................................  (3) 

Здесь O(hp+1) обозначает бесконечно-малую порядка 
p+1 [6], т.е.  Chp+1, где C  1, а o(hp) – бесконечно-
малую более высокого порядка, чем p, т.е.  hp+1, 
где <<1. Основной вклад в эту погрешность вносит 
первое слагаемое, зависящее от (p+1)-й производ-
ной в точке t0 и шага h. Сумма остальных образует 
погрешность порядка малости p+2 и т.д.  

При разработке алгоритмов численных вычис-
лений аналитические соотношения представляют в 
виде дискретных итерационных формул. Подставляя 
в (2) вместо y ее известное значение f из (1) с уче-
том (3) при p = 1, получим обобщенную разностную 
формулу первого порядка: 

yn+1 = yn + h y(tn) + R1(h)  yn + h f(yn, tn)+ R1,n,      
n=0,1,2,…. ,     ...................................................... (4) 

где yn – значение на предыдущей итерации, yn+1 – 
значение на следующей итерации, R1,n – локальная 
ошибка на текущей итерации, 0<h<<1 – шаг разно-
стной схемы. В этом случае основной вклад в по-
грешность вносит вторая производная в точке tn. 
При R1(h) = 0 из (4) следует классический метод 
Эйлера первого порядка, для которого локальная 
ошибка максимальна R1,n = RЭйлера  O(h2).  

На практике, погрешность итерационных фор-
мул вида (4) зависит от мало изученных законов 
алгебры приближенных вычислений (нарушение 
коммутативности и др.), определяемых локальной 
ошибкой метода (на данной итерации), ошибками 
дискретизации (округлений, отсечений), устойчиво-
стью разностных схем и др. [7].  Их следствием яв-
ляется то, что вычисление yn+1 для каждой итерации 
фактически означает решение задачи Коши, отлич-
ной от предыдущей, т.к. представляет собой  линию 
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семейства кривых  y(t,Сonst) с началом в точке yn. 
Этот эффект «сползания» может привести к накоп-
лению больших глобальных ошибок R(h)  Rp(h) 
на всем интервале интегрирования. Например, гло-
бальная ошибка метода Эйлера на порядок выше 
локальной R(h)  O(h) [7]. Бесконечный остаток 
Rp(h) в соотношении (3) является ошибкой метода, а 
его конечное приближение R1,n в (4) является ошиб-
кой дискретизации. Они близки, но не равны и обе 
«немного» отличаются от неизвестной истинной 
(точной) локальной ошибки En решения исходной 
задачи Коши (1), т.к. неизвестно ее точное решение 
y(tn). Критерий высокой точности численного реше-
ния задачи Коши запишем в виде задачи нелиней-
ной минимизации локальной ошибки на интервале 
[tт+1, tn]: 

R1,n  En   yn+1y(tn) min.  (5) 
Соотношения (4), (5) за счет выбора разных спосо-
бов оценки остатка позволяют конструировать алго-
ритмы численного интегрирования различной точ-
ности. Например, оценки остатка в форме Лагранжа 
и Коши используют значение второй производной 
внутри отрезка (tт+1,tn) интегрирования [8] 

R1,n  RЛагранж = y(n)h
2/2  O(h2), (6) 

R1,n  RКоши = y(n)(1n)h
2  O(h2), (7) 

где n  tn+nh, 0<n<1. Эти оценки используют 
значения высших производных в неопределенных 
точках и являются разновидностями теорем о сред-
нем [5], которые недостаточно неконструктивны. 
Если высшие производные можно найти из условий 
задачи (1) через полные дифференциалы y = fуf + ft,  
y = fуyf

2
 + fу

2
 + ftt, то n , n , n остаются неизвест-

ными. 
Найдем боле точные и  конструктивные формы 

оценки R1,n. Для этого рассмотрим поведение у(t) 
вблизи точки tn. Локально, любую непрерывную и 
дифференциируемую функцию можно считать мо-
нотонной. Возможные случаи: 1) у(t) выпукла вниз 
(лежит над касательной); 2) у(t) выпукла вверх (ле-
жит под касательной); 3) у(t) имеет перегиб (лежит 
по разные стороны от касательной). 

Случай 1. Пусть функция у(t) на интервале [tn, 
tn+1] лежит над касательной (выпукла вниз, y(tn)  0, 
y(tn) > 0). Тогда метод Эйлера на каждой  итерации 
занижает значение yn+1 по сравнению с точным зна-
чением y(tn) на неизвестную величину E = 
yn+1y(tn)  R1,n. Оценим ее через первые произ-
водные, значения которых y(tn) = f(tn) для задачи 
Коши известны в любой предыдущей точке. Грубой 
оценкой является разность между двумя последова-
тельными приближениями R1,n < yn+1yn= 
hy(tn). Улучшим оценку за счет неизвестного 
значения первой производной на правом конце tn+1 
интервала R1,n< hy(tn)< hy(tn+1). Эту оценку 
можно улучшить за счет другого значения первой 
производной в точке n  tn + n(tт+1tn) = tn + nh = 
ntn+1 + (1n)tn, 0 < n < 1, расположенной немного 
левее  n = 1 правого конца интервала R1,n < 
hf(n).  Понятно, что улучшение можно продол-
жать, сдвигаясь еще левее. При этом внутри интер-
вала должно существовать неизвестное оптимальное 

значение n*, обеспечивающее минимум ошибки  En  
(разновидность теорем о среднем) [5]  

h minf(tn+n*h)  Rоптим  h y(n*)  h 
maxf(tn+n*h),       (8) 

где n*  tn + n*h – оптимальное значение, 0 < n* 
< 1 – коэффициент оптимальной точности. Оценка 
(8) в отличие от (6) использует только первую про-
изводную и не зависит от производных высших по-
рядков. Чтобы сделать оценку (8) конструктивной, 
зададим алгоритм вычисления y(n*), например, с 
помощью линейной y(n*)  n*y(tn) + n интерпо-
ляции [5]. Для линейной интерполяции при n = 0 
соотношение (4) с учетом (8) запишется в виде оп-
тимизированного алгоритма  Эйлера 

yn+1  yn + hyn + Rоптим = yn +  hyn + n*hyn = 
yn + h(1 + n*)yn,   n=0,1,2,… .   .......................  (9) 

Критерием точности выберем разность между ин-
терполированным значением и нужным числом чле-
нов остатка. Для определения нужного числа членов 
остатка Rp(h), зададим желаемую точность  O(hk). 
Тогда критерий (5) запишется в виде уравнения  

EnRоптимRk(h)h[n*yny(p+1)
n h

p /(p+1)!]=0,    
p=1,2,3,…,k1.  (10) 

корень которого дает оптимальные значения n*: 
n* = y(p+1)

nh
p /[(p+1)!yn],    p=1,2,3,…,k1. (11) 

Так, чтобы обеспечить точность O(h2), полагаем k 
= 2, т.е. p = 1 и из (11) получим n* = ynh

 / (2yn). 
Чтобы обеспечить точность O(h3), полагаем k = 3 
и из (11) получим n* = [ynh/2 +  ynh

2/6]/yn и 
т.д. Отметим, что критерий точности (5), в отличие 
от самого метода (9), использует производные выс-
ших порядков. Однако, практика показывает, что 
достаточно применить его один раз на первом (са-
мом грубом) шаге. В численных вычислениях кри-
терием точности обычно считают абсолютную ве-
личину разности двух последовательных приближе-
ний n  yn+1yn, которая легко вычисляется, но, 
отличается от истинной погрешности En и может 
неверно оценивать реальные ошибки вычислений. 
Критерий (10), в этом смысле, конечно, объектив-
нее.  

Возможны и другие способы определения n*. 
Простейшими методами являются перебор и раз-
личные эвристики. Например, для эвристики «сред-
него» средн = 1/2 и оценка (8) запишется 

R1,n  Rсреднее = 0.5hyn . (12) 
Для эвристики «золотого» сечения 1/ = /(1–) 
существует два симметричных значения золот  
0.382, 1–золот  0.618 и два варианта записи оцен-
ки (8) Rзолото1  = 0.382hyn,   Rзолото2  = 
0.618hyn.  Сравним полученные результаты с 
методами Эйлера первого (Эйлер 1) и второго (Эй-
лер 2) порядков.  

Пример 1. Рассмотрим необратимую реакцию 
А→В, нестационарное поведение которой, согласно 
закону действующих масс, описывается уравнением 

             y =  ky,                                    (13) 
где у – концентрация вещества А, k>0  константа 
скорости реакции. Задача Коши для уравнения (13) 
заключается в расчете значения у на отрезке време-
ни [0,h] при начальных значениях t0 = 0, y0 = 1. Ее 
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точное решение y(t) = ekt выпукло вниз (лежит над 
касательной) и зависит от k.  
Пусть k = 10. В табл. 1 приведены результаты чис-
ленного интегрирования уравнения (13) известными 
(Эйлер1, Лагранж, Эйлер2) и предлагаемыми нами 
(Среднее, Золото1, Оптим) методами. Из строки 2 
табл. 1 видно, что наименьшую локальную ошибку 
на первом шаге дает оптимальная модификация 
Eоптим = 0.00002  O(h5) при значении оптим  
0.3679, найденном  бисекцией. Оптимальное значе-
ние n*, определенное по формуле (11) для p=1, 
равно n* = kh/2 = 1/2, что совпадает с модифика-
цией среднего. Для p = 2 n* = kh/2+ k2h2/6 = 1/2-
1/6 = 1/3, для p=3 n* = kh/2+ k2h2/6 a3h3/24 = 
1/3+1/24 = 9/24  0.375, для p=4 n* = kh/2+ 
k2h2/6 k3h3/24 + k4h4/120 = 1/3+1/24 = 9/241/120 
= 44/120  0.366667, для p=5 n* = kh/2+ k2h2/6 
k3h3/24+k4h4/120  k5h5/720 = 44/120 + 1/720 = 
265/720 = 0.368056, для p=6 n* = kh/2+ k2h2/6 
k3h3/24+ k4h4/120  k5h5/720+ k6h6/5040 = 
265/7201/5040 = 0.367857  оптим. Это значение 
обеспечивает нужную точность. Ошибка метода 
«Среднее» Eсреднее = 0.4  O(h), который также не 
использует вторую производную,  сравнима с ошиб-
ками по Лагранжу и методу Эйлера второго поряд-
ка, Наименьшую глобальную ошибку также дал оп-
тимальный метод, даже без пересчета оптимального 
значения на каждом шаге. Если на каждом шаге пе-
ресчитывать оптим, то результаты будут еще точнее, 
см. рис. 1. Расчеты значений y(t) известными и 
предлагаемыми нами методами при разных значе-
ниях шага h приведены в табл. 1. Как видно, с 
уменьшением шага до 0.01 точность расчета возрос-
ла. Оптимальное значение оптим  0.049 обеспечи-
вает на втором шаге Eоптим = 0.00006  O(h3) и гло-
бальную точность Eоптим = 0.0001  O(h2).   

 

 
Рис. 1 - Зависимости y(t), полученные различны-
ми методами интегрирования для уравнения (13) 
при k = 10, h = 0.1, y0 = 1 
 
Таблица 1 - Точность расчета y(t) различными 
методами для уравнения (13) при k = 10 

t Точн Э2  Сред  Зол1  Опт  

    h=0.1      

0.0 1.00 1.00 0.00 1.00 0.00 1.00 0.00 1.00 0.000000

0.1 0.37 0.50 0.13 0.50 0.13 0.38 0.01 0.37 0.000021

0.2 0.14 0.25 0.11 0.25 0.11 0.15 0.01 0.14 0.000015

0.3 0.05 0.13 0.08 0.13 0.08 0.06 0.01 0.05 0.000008

0.4 0.02 0.06 0.04 0.06 0.04 0.02 0.00 0.02 0.000004

0.5 0.01 0.03 0.02 0.03 0.02 0.01 0.00 0.01 0.000002

0.6 0.00 0.02 0.01 0.02 0.01 0.00 0.00 0.00 0.000001

 Итог  0.40  0.40  0.04  0.000051

    h=0.01      

0.00 1.00 1.00 0.0000 1.00 0.00 1.00 0.00 1.00 0.000000

0.01 0.90 0.91 0.0002 0.95 0.05 0.94 0.03 0.90 0.000063

0.10 0.37 0.37 0.0007 0.60 0.23 0.53 0.16 0.37 0.000255

0.20 0.14 0.14 0.0005 0.36 0.22 0.28 0.14 0.14 0.000187

0.30 0.05 0.05 0.0003 0.21 0.16 0.15 0.10 0.05 0.000103

0.40 0.02 0.02 0.0001 0.13 0.11 0.08 0.06 0.02 0.000051

0.50 0.01 0.010.00006 0.08 0.07 0.04 0.03 0.01 0.000023

0.54 0.00 0.000.00004 0.06 0.06 0.03 0.03 0.00 0.000017

 Итог  0.0004  0.47  0.23  0.000153

 
Примечание: Э2 – метод Эйлера второго порядка, 
Сред – метод среднего, Зол1 – метод золотого сече-
ния, Опт – оптимальный метод,  – ошибка.  
 
Расчет по методу Эйлер1 дает сильно заниженное 
значение y = 0.0. Расчет по методу Эйлер2 требует 
вычисления второй производной  y = fуf + ft  = k2y, 
но дает завышенное значение. Таким образом, пред-
лагаемый нами метод «Оптим» позволяет точнее 
рассчитать значения у(t) по сравнению с другими 
методами не зависимо от значения шага интегриро-
вания h. 

Случай 2. Если функция у(t) лежит под каса-
тельной (выпукла вверх, y(tn)  0, y(tn) < 0), то все 
происходит с точностью до «наоборот». На каждой  
итерации метод Эйлера завышает значение yn+1 по 
сравнению с точным y(tn) на ту же величину, и в 
алгоритме (9) нужно поменять знак перед n*  

yn+1  yn + h(1  n*)yn,   n=0,1,2,…. .  (14) 
Для удобства записи соотношения (9) и (14) можно 
записать в форме одного общего алгоритма 

yn+1yn+h(1+sign(yn)n*)yn,  n=0,1,2,…(15) 
Заметим, что в этой форме алгоритм использует 
знак второй производной. Расчеты показали, что и в 
этом случае наилучшие результаты показывает оп-
тимизированный метод. 

Случай 3. Пусть функция у(t) имеет перегиб 
(лежит по разные стороны от касательной, y(tn)  0, 
y(tn) = 0). Тогда справа и слева от точки перегиба 
решение лежит над касательной (для четных функ-
ций) и под касательной (для нечетных функций). 
Для прямого времени (эволюция вперед) опреде-
ляющим является поведение справа (для обратного 
времени  слева). Для этого вырожденного, но не 
типичного случая,  алгоритм (14) можно скорректи-
ровать так 

yn+1 yn+h(1+sign(y(yn+h/2))n*)yn,  n=0,1,2 (16) 
2. Многомерные системы.  Все приведенные 

рассуждения обобщаются на многомерный случай, 
т.е. на системы ОДУ, аналогично классическим 
многомерным методам Эйлера. При этом скалярное 
соотношение (15) следует рассматривать в вектор-
ной форме 

yn+1, i  yn, i + h(1+sign(yn, i )n*)yn, i ,    
n=0,1,2,….; i=1,…,k.                    (17) 
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Анализ показал, что точность найденных модифи-
каций метода Эйлера (8)-(17) превосходит извест-
ные методы, например Рунге-Кутта, имеющего по-
рядок точности  O(h5). Рассмотрим примеры при-
менения модификации метода Эйлера (17) для мно-
гомерных систем. 

Пример 2. Рассмотрим реакцию А=В, проте-
кающую по трехстадийной схеме [9]  
1) A + X3 = X1, 2) X1 = X2, 3) X2 + 2X3  3X3 + В, 
нестационарное поведение которой при постоянстве 
концентраций основных веществ А и В описывается 
системой уравнений 

x1 = 1(1x1x2)1x12x1+2x2,      
x2 = 2x12x23x2(1x1x2)

2,    (18) 
где xi  поверхностные концентрации промежуточ-
ных веществ Хi; 1 = k1CA, -1 = k-1, 2 = k2, -2 = k-2 
и 3 = k3 – частоты стадий, ki  –константы скоро-
стей стадий, CA  – концентрация вещества А. Дина-
мика системы (18) может быть монотонной, колеба-
тельной (затухающей и незатухающей), т.е. сочетает  
участки выпуклости вверх и вниз. Стационарных 
состояний может быть три или одно. Если стацио-
нарное состояние единственно и неустойчиво, то 
система (18) описывает незатухающие колебания 
(автоколебания), что реализуется, например, при 
значениях частот стадий 1 = 2.89, 1 = 0.01, 2 = 
3/89, 2 = 0.1, 3 = 2000, которым соответствует 
неустойчивое стационарное состояние x1 = 0.89; 
x2 = 0.1. Результаты численного интегрирования 
системы (18) с помощью различных модификаций 
метода Эйлера (Эйлер 3 – третьего порядка, Точно –  
максимальная точность) и разработанного нами ме-
тода (Оптимальный) при начальных значениях x10 = 
0.7, x20 = 0.2  и h = 0.01 приведены в табл. 2.  

Таблица 2 - Точность расчета значений x1(t) раз-
личными методами для системы (18) 

t Э2  Э3  Точн  Опт  
0.00 0.70  0.70  0.70  0.70  
0.01 0.70 0.0000 0.70 0.000 0.70 0.00 0.70 0.0052
0.02 0.71 0.0001 0.71 0.000 0.71 0.00 0.70 0.0049
0.03 0.71 0.0002 0.71 0.000 0.71 0.00 0.71 0.0070

…         

0.10 0.76 0.0003 0.76 0.000 0.76 0.00 0.76 0.0035

0.20 0.82 0.0004 0.82 0.000 0.82 0.00 0.82 0.0026
0.30 0.86 0.0005 0.86 0.000 0.86 0.00 0.86 0.0019
…         

25.00 0.67 0.3075 0.88 0.013 0.88 0.00 0.88 0.0001
25.20 0.67 0.3140 0.88 0.017 0.89 0.00 0.89 0.0002
25.40 0.67 0.3238 0.88 0.024 0.89 0.00 0.89 0.0003
25.49 0.67 0.3298 0.88 0.027 0.89 0.00 0.89 0.0004

  0.1907  0.006  0.00  0.0002
 
Максимальная точность определена по ненулевым 
высшим производным x1  =  1  1  2, x2 = 
2  3(1x1x2)

2 + 23x2(1x1x2), x1 = 0, x2 

= 43(1x1x2)  23x2 и x2 =  63, x2 = 0. 
Как видно, наилучшие результаты показывает опти-
мизированный метод, среднеквадратическая ошибка 
(корень из суммы квадратов, деленный на число 
точек) минимальна Eоптим = 0.0002 даже при не 
полностью оптимальном значении 1 = 2 = 0.5. 
Графические иллюстрации приведены на рис. 2. Как 
видно из этого рисунка, увеличение порядка при-
ближения до двух (Эйлер2) увеличило погрешность. 

 
Рис. 2 - Зависимости x1(t), полученные для сис-
темы (18) различными методами  

 
Таким образом, нами разработаны новые про-

стые методы «Среднее», «Золото1», «Золото2» и 
«Оптим» численного решения задачи Коши для 
обыкновенных дифференциальных уравнений без 
использования производных высших порядков. Ме-
тод «Оптим» позволяет интегрировать дифференци-
альные уравнения с максимально высокой точно-
стью и минимальным эффектом «сползания». Он 
может быть применен для уточнения решений сис-
тем ОДУ, в частности, уравнений химической кине-
тики для более точного расчета траекторий измене-
ния концентраций реагентов реакций, характери-
зующихся сложным нестационарным поведением. 
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