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На основе метода конечных элементов реализована «master-slave» методика контактного взаимодействия 
упругих деформируемых тел с учетом трения в зоне контакта. Использовался обоснованный с точки зрения 
решения экстремальных задач с ограничениями типа неравенств, проекционный алгоритм, получивший назва-
ние «алгоритм проекции ближайшей точки». Решена модельная задача контактного взаимодействия двух 
деформируемых подконструкций, проведено сравнение результатов с данными, полученными другими автора-
ми. 

Keywords: a method of finite elements, contact, frictions. 
 

Based on the finite element method is implemented «master-slave» method of contact interaction of elastic deformable 
bodies with friction in the contact zone. Use valid in terms of solving optimization problems with inequality constraints, 
the projection algorithm, called "projection algorithm nearest point". Solved the model problem of contact interaction 
of two deformable substructure, results were compared with data obtained by other authors. 
 

Введение 

Контактная задача при конечно-элементной 
реализации достаточно подробно исследовалась. Наи-
более современное состояние проблем, возникающих 
при конечно-элементной реализации, приведено в кни-
гах Wriggers P. (2002) и Laursen P. (2002). Для выпол-
нения условий контакта при конечно-элементной реа-
лизации широкое распространение получили метод 
множителей Лагранжа, метод штрафа (penalty method), 
обобщенный метод множителей Лагранжа (Augmented 
Lagrange Method), прямое решение вариационной за-
дачи ограничениями типа неравенств методами квад-
ратичного программирования. Метод множителей Ла-
гранжа основан на введении на неизвестной границе 
контакта дополнительных неизвестных, являющимися 
с механической точки зрения контактными усилиями. 
Основным неудобством является необходимость ре-
шения итерационной задачи с дополнительными неиз-
вестными на контактной границе, что приводит к из-
менению глобальной матрицы жесткости и операция-
ми с ней на глобальном уровне. Метод штрафа заклю-
чается в определении контактных усилий из дополни-
тельно определяемых гипотез, включающих обычно 
параметр штрафа, при стремлении которого к беско-
нечности контактные условия выполняются асимпто-
тически точно. Преимущество метода штрафа заклю-
чается в том, что дополнительные условия для кон-
тактных условий вводятся локально на элементе, что 
приводит к возможности построения, так называемых, 
контактных элементов локально. К недостаткам мето-
да можно отнести сложность сходимости при больших 
значениях параметра штрафа. При этом возникает ди-
лемма: как удовлетворить контактные условия с за-
данной точностью при сохранении условий сходимо-
сти. Проблему сходимости удается улучшать примене-
нием обобщенного метода Лагранжа, но проблема 
удовлетворения контактных условий с заданной точ-
ностью, особенно в случае задачи с трением требует 
дополнительного исследования. 
Объединяющим началом всех трех алгоритмов являет-
ся алгоритм поиска зоны контакта. Таким стал, обос-
нованный с точки зрения решения экстремальных за-

дач с ограничениями типа неравенств проекцион-
ный алгоритм, получивший название «алгоритм 
проекции ближайшей точки» (the closest point projec-
tion algorithm). Данный алгоритм позволяет постро-
ить контактные элементы, основанные на подходе, 
получившим название «мастер-слуга»(«master-
slave»).  

Сформулированная в вариационной поста-
новке с применением данных подходов контактная 
задача является нелинейной и для решения приме-
няется итерационные методы решения. Данные ме-
тоды решения в большинстве случаев требуют пер-
вой производной от всей получаемой системы нели-
нейных уравнений, так называемой согласованной 
касательной матрицы системы. Это требуется в пер-
вую очередь для получения квадратичной скорости 
сходимости, а в ряде случаев хотя бы и линейной 
скорости сходимости итерационного процесса. 

При решении контактной задачи методом ко-
нечных элементов основная сложность заключается в 
выполнении условий не проникновения, а также до-
полнительных кинематических условий в случае зада-
чи с трением на общей неизвестной границе.  

Рассмотрим контакт двух тел A  и B , обла-

дающих поверхностью с гладкостью 1C , т.е. тех тел 
нормаль к поверхности, которых является непре-
рывной. Будем считать, что два тела A  и B  нахо-
дятся в контакте, если существует общая точка C  
для двух поверхностей и общая нормаль. Множест-
во этих точек называется зоной контакта CS . Зона 

контакта, а также напряжения в ней не известны и 
должны быть определены из решения задачи.  

Вариационная постановка контактной зада-
чи основана на удовлетворении взаимного не про-
никновения тел. Для этого рассмотрим функцию 
проникновения для контактирующих тел A  и B . 
На теле B  выбираем точку S  и проецируем ее на 
поверхность тела A . Расстояние CS , являющееся 
кратчайшим расстоянием между телами, и опреде-
ляет функцию проникновения. Определим на теле 

A  (рис. 1) нормаль n . Пусть: 
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( )sp r r n   . 

Определенная таким образом функция позволяет су-
дить о контакте тел: если 0p  , то проникновения нет 

(тела не контактируют), если 0p  , то тело B  прони-

кает в тело A , равенство 0p   является условием 

непроникновения одного тела в другое. 

 
Рис. 1 

Тело B , точки которого мы будем проверять 
на проникновение, называется «slave» тело, а точка S – 
«slave» точкой. Тело А, на поверхность которого мы 
проецируем «slave» точку, называется «master» тело, а 
его поверхность – «master» поверхность. Методика ре-
шения контактных задач, основанная на задании «slave» 
точек и определении величины проникновения р в 
«master» поверхность, получила название «master-slave» 
алгоритм. Роль «slave» точки играет обычно узел ко-
нечно-элементной сетки, а «master» точки С опреде-
ляются из алгоритма проекции ближайшей точки. Рас-
смотрим разбиение двухмерных областей на конечные 
элементы с линейной аппроксимацией (рис. 2). 

 
Рис. 2 

 

На контактной линии «master» тела выбираем 
сегмент ,i j , любой из узлов k  «slave» тела является 

третьим узлом контактного элемента, т.к. тройка узлов 
, ,i j k  определяет контактный элемент. 

В случае учета геометрической нелинейности 
в соотношении для деформаций используются компо-
ненты симметричного тензора ij : 
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азываются компонентами тензора деформаций Коши-
Грина. 

Глобальная схема решения контактной задачи 
с учетом геометрической и физической нелинейности 
состоит в следующем. Записывается общее вариаци-
онное уравнение: 

0c g pW W W W       , 

где часть W  относится ко всей конструкции, часть 

cW  описывает контактное взаимодействие, часть 

gW  описывает геометрически нелинейное дефор-

мирование, а часть pW  - физически нелинейное 

деформирование. Далее производится сборка гло-
бальной матрицы жесткости, после сборки которой 
вариационное уравнение примет вид: 

         ( ) 0
T

c g pq R R R R      . 

В итоге для решения получаемого нелиней-
ного уравнения используется метод Ньютона для 
вектор-функции F : 

       c g pF R R R R    , 

 ( )F F q ,  q  - глобальный вектор узловых 

перемещений. 
Соответственно, задавая начальное при-

ближение  (0)q , построим итерационную процеду-

ру: 

     1
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Производные функции невязки дают каса-
тельную матрицу жесткости: 

 
( ) [ ] [ ] [ ] [ ]ep c g

dF
F u K K K K

d u
      , 

где [ ]K  - глобальная матрица жесткости конструк-

ции, [ ] [ ] [ ]T N
c c cK K K   - глобальная контактная 

матрица жесткости, собираемая из локальных мат-
риц на контактных элементах, включающая части 

нормального [ ]N
CK  и касательного контакта 

[ ]T
cK , [ ]epK  - «упругопластическая» матрица же-

сткости, [ ]gK  - матрица геометрической жесткости. 

Переход от вариационной задачи к алгеб-
раической производится посредством дискретиза-
ции методом конечных элементов [8]. 

Рассмотрим взаимодействие упругих тел с 
учетом трения в зоне контакта [6,7,9,10] и сравним 
его с решением, приведенным в работе [3]. Иссле-
дуемая конструкция рис. 3 состояла из двух одно-
родных изотропных подобластей 1S , 2S , контакти-

рующих по границе 1,3r м  и находилась под 

действием сосредоточенной силы 1200P H , при-

ложенной в центре. На участках контактного взаи-
модействия принимались условия проскальзывания 
либо сухого Кулонового трения с коэффициентом 

0,3 0,4mpf   . 

На отрезке  0; 0 200r z    подобласть 

жестко защемлена в недеформируемом основании: 

0; 0r zu u  , а на границе  0; 0 210z r    

ставились условия симметрии: 0; 0z rzu   . Ос-

тальные участки контура полагались свободными. 

Условия идеального проскальзывания 
130

0rz r



  

моделировались приближенно путем введения ма-
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лого коэффициента трения 0,002трf  . Для обеих 

составляющих конструкции принималось: модуль Юн-
га 95E МПа , коэффициент Пуассона 0.3  . 

 

 

Рис. 3 
 

Решения задачи, полученные в [3], представ-
лены графиками приведенного контактного давления 
на рис. 4. Коэффициентом приведения являлась вели-
чина номинального давления nP , которая имеет место 

при условии равномерного распределения общей на-
грузки P  по опорным площадкам. Кривые приведен-
ного контактного давления, полученные в настоящей 
работе, отмечены на рис. 4 кружочками. 

 
Рис. 4 

 
Давления при подходе к угловой точке неог-

раниченно возрастают, что качественно согласуется с 
поведением решений в задачах о внедрении штампов в 
упругие тела [4, 5]. Получено достаточно хорошее со-
гласование размеров участков контакта и отрыва при 
решении задачи с учетом трения. Деформированное 
состояние конструкции показано штриховой линией в 
левой части рис. 3. 

Отметим, что в расчетах, проведенных с раз-
личной степенью дискретизации рассматриваемой 
конструкции, зафиксированы близкие результаты, что 
свидетельствует о правильности и устойчивости полу-
ченных решений. 

На основе полученных результатов можно 
сделать вывод, что МКЭ является эффективным сред-
ством для решения контактных задач. Он позволяет в 
рамках единой программной реализации рассматри-
вать довольно обширный класс задач с различными 
условиями контактных взаимодействий. Метод являет-

ся индифферентным по отношению к геометрии 
контактирующих деталей, сложным граничным ус-
ловиям и объемной нагрузке. Свойства материала 
могут быть неоднородными и анизотропными, а 
связь напряжений с деформациями нелинейной. Все 
перечисленные факторы несущественно усложняют 
алгоритмы и трудоемкость решения задачи 

Сравнение результатов ряда задач с точны-
ми и приближенными методами свидетельствует о 
достоверности и высокой точности получаемых ре-
зультатов при относительно невысокой трудоемко-
сти и далеко не полном исчерпании возможностей 
программы. 

Ценным является тот факт, что в результате 
расчета получаем не только контактные давления, 
но и НДС рассматриваемых деталей по всему объе-
му. Использование метода и программы не требует 
высокой квалификации и легко осваивается инже-
нерным персоналом промышленных предприятий. 
Метод обладает хорошей наглядностью и позволяет 
оценить качество решения путем исследования 
внутренней сходимости. Следует отметить эффек-
тивность использованного в программе типа конеч-
ного элемента и метода дискретизации. 

В заключение отметим, что сгущение сетки 
конечных элементов в районах больших градиентов 
напряжений и особых точек, которые имеются в 
изобилии при решении контактных задач, является 
мощным инструментом для получения удовлетвори-
тельных решений. 
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