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В статье рассмотрено решение обратной задачи кинематики в трехмерном пространстве на примере 

параметризированной виртуальной модели четырехзвенного манипулятора с детерминированным углом 

положения выходного звена манипулятора к горизонтальной поверхности воздействия с практикой реализации 

предложенного решения на языке программирования vb.net. Одним из преимуществ виртуальных технологий 

трехмерного проектирования является универсальность их прикладного аспекта использования, в частности в 

процессах исследования закономерностей и взаимосвязей механики движения в трехмерной системе координат 

с использованием встроенной системы параметризации, позволяющей менять внешние параметры механизма 

сохраняя внутренние связи. Использование виртуального инструментария позволяет еще на этапе 

проектирования определять закономерности движения, устанавливать взаимосвязи и выводить в том числе и 

математические зависимости исследуемых механических процессов. В частности, исследование механики 

движения промышленных манипуляторов в трехмерной виртуальной среде помимо наглядности исследуемого 

процесса, позволяет, меняя их геометрические параметры, взаимное расположение звеньев и межзвенных углов 

с учетом закладываемых в конструкции степеней свободы, решать пространственные кинематические задачи, 

устанавливая зависимости на основе классического математического аппарата. Предлагаемое решение 

обратной задачи кинематики имеет прикладной аспект использования который заключается в реализации 

предлагаемого решения в управляющей программе на языке vb.net выполненной в том числе и в виде приложения 

производящего автоматизированный подсчет межзвенных углов задействованных в исследуемом процессе 

парных звеньев манипулятора в зависимости от планируемых оператором (технологом) трехмерных 

координат последовательного положения выходного звена манипулятора в пространстве на основе 

выполняемого технологического процесса. 
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The article considers the solution of the inverse kinematics problem in three-dimensional space using the example of a 

parameterized virtual model of a four-link manipulator with a deterministic angle of position of the output link of the 

manipulator to the horizontal impact surface with the practice of implementing the proposed solution in a programming 

language vb.net. One of the advantages of virtual technologies of three-dimensional design is the versatility of their 

applied aspect of use, in particular in the processes of studying the patterns of interrelationships of motion mechanics in 

a three-dimensional coordinate system using a built-in parameterization system that allows changing the external 

parameters of the mechanism while maintaining internal connections. The use of virtual tools makes it possible to 

determine the patterns of motion at the design stage, establish relationships and deduce, among other things, 

mathematical dependencies of the studied processes of mechanics. In particular, the study of the mechanics of motion of 

industrial manipulators in a three-dimensional virtual environment, in addition to illustrating the process under study, 

allows, by changing their geometric parameters, the relative position of links and inter-link angles, taking into account 

the degrees of freedom inherent in the design, to solve spatial kinematic problems, establishing dependencies based on 

the classical mathematical apparatus. The proposed solution to the inverse kinematics problem has an applied aspect of 

use, which consists in implementing the proposed solution in a control program in the language vb.net performed, among 

other things, in the form of an application that performs an automated calculation of the inter-link angles of the paired 

links of the manipulator involved in the process under study , depending on the three-dimensional coordinates of the 

sequential position of the output link of the manipulator in space planned by the operator or technologist on the basis of 

the performed the technological process. 

 

Введение 
 

Робототехника становится неотъемлемой частью 

производственной и исследовательской 

деятельности человека в самых различных областях 

[1-4].  

Промышленные роботы обычно являются одним 

из компонентов автоматизированных 

производственных систем, применяемых в гибком 

автоматизированном производстве [5]. 

Использование промышленных роботов 

позволяет в сочетании с автоматизированным 

технологическим оборудованием создавать 

безлюдные технологии [6]. 

Разработка систем управления многозвенными 

роботами-манипуляторами является одним из 
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важных аспектов современной теории 

автоматического управления [7]. 

Манипуляционные системы роботов 

представляют собой многозвенные исполнительные 

механизмы, оснащенные комплексом приводов, 

средствами очувствления и управления [8]. 

В практике использования промышленных 

манипуляторов подвод инструмента в рабочую зону 

и дальнейшую его ориентацию необходимо 

осуществлять под заданным относительным углом к 

поверхности воздействия (обработки). Например в 

процессе лазерного раскроя листового материала и 

гравировке, когда процесс резания лазерным лучом 

происходит под прямым углом к поверхности, при 

сварке ступенчатых и/или фасонных поверхностей, 

когда необходима ориентация электрода 

относительно шва, при нанесения различного рода 

покрытий, когда относительный угол краскопульта 

влияет на качество покрытия, в операциях 

транспортировки, складирования и упаковки и т.д. 

необходима строгая начальная и/или последующая 

ориентация выходного звена манипулятора (ВЗМ) в 

пространстве относительно поверхности 

воздействия. 

В настоящее время существуют разнообразные 

специализированные средства, среды разработки и 

компьютерного моделирования, прикладные пакеты, 

библиотеки и т.д., которые могут использоваться при 

изучении динамики робототехнических систем [9-13]. 

Целью работы является совершенствование 

методов решения ОЗК в трехмерном пространстве с 

учетом управления углом положения ВЗМ к 

горизонтальной поверхности воздействия с 

использованием средств автоматизированного 

проектирования и программирования. 

 

Решение 

Под ВЗМ мы условимся понимать совокупность 

ВЗМ и закрепленного на нем инструмента с концевой 

точкой (5), совпадающей с задаваемыми изначально 

координатами (Cx, Cy, Cz – Рис. 1). 

Исследование процессов пространственного 

перемещения ВЗМ будем осуществлять на примере 

параметризированной четырехзвенной 3D модели 

манипулятора (Рис.1). Точки 1, 2, 3, 4, 5 являются 

концевыми точками сочленения звеньев 

манипулятора с одной степенью свободы, 

обладающие подвижностью в виде вращения. В 

точке 1 манипулятор вращается в горизонтальной 

плоскости XOY. В точках 2, 3, 4 вращение 

осуществляется в вертикальных плоскостях 

XOZ/YOZ. Точка 5, с проекциями на координатные 

оси Cx, Cy, Cz, является целевой концевой точкой 

расчета ВЗМ, обычно совпадающая выходной 

частью рабочего инструмента (сварочный резак, 

краскопульт, сопло лазера и т.д.). L12, L23, L34, L45 

длины звеньев. а1 – угол образующийся между осью 

Х и звеньями манипулятора на плоскости XOY. а2, 

а3, а4 – искомые межзвенные углы в вертикальных 

плоскостях.  

Вспомогательные вертикальные углы обозначены 

буквой b. d15, d16, d24, d25 – вспомогательные 

отрезки между соответствующими цифровому 

индексу точками.  

 

 

Рис. 1 - Расчетная схема параметризированной 3D модели манипулятора. 

Fig. 1 - Calculation scheme of the parameterized 3D model of the manipulator. 

 

Расчеты будем осуществлять без учета сил 

трения, массово-инерционных, упруго-

деформационных характеристик и т.д., сводя их к 

пространственному кинематическому анализу 

методом ОЗК. Наиболее распространенной и важной 

является обратная задача кинематики [5]. Решение 

ОЗК сводится к нахождению параметров 

манипуляционного механизма для достижения им 

заданного положения в пространстве [1].  
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Для решения ОЗК имеем исходные данные в виде 

длин звеньев – L12, L23, L34, L45 и концевых 

координат ВЗМ – Cx, Cy, Cz.  

Рассчитаем длину прямой d15 [14-16]: 

𝑑15 = √𝐶𝑥
2 + 𝐶𝑦

2 + 𝐶𝑧
2 

Прямую d16, лежащую на плоскости XOY можно 

вычислить как: 

𝑑16 = √𝐶𝑥
2 + 𝐶𝑦

2  

 

Откуда угол b1: 

𝑏1 = arccos (d16/d15) 

Тогда b2: 

𝑏2 = 90 − b1 

Рассмотрим угол b3 образованный сходящимися 

прямыми d25 и L45 в точке 5. Для дальнейших 

расчетов преобразуем угол b3 через угол «Delta» 

введя значение угла XOY как угла наклона ВЗМ к 

плоскости XOY. Тогда: 

𝑏3 = 𝑋𝑂𝑌 ± Delta 

Знак «±» в уравнении нахождения угла b3 зависит 

от соотношения величин Cz и L12. Если Cz>L12, то 

ставится знак «+», если Cz<L12, « – ». При Cz = L12, 

Delta = 0. 

𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
𝑑16

𝑑25
 

Используя теорему косинусов, найдем остальные 

параметры манипулятора: 

 

 

𝑑25 = √(𝐿12)2 + (𝑑15)2 − 2 ∗ 𝐿12 ∗ 𝑑15 ∗ cos (𝑏2) 

𝑑24 = √(𝐿45)2 + (𝑑25)2 − 2 ∗ 𝐿45 ∗ 𝑑25 ∗ cos (𝑏3) 

𝑏4 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
(𝐿12)2 + (𝑑25)2 – (𝑑15)2

2 ∗ 𝐿12 ∗ 𝑑25
 

 

𝑏5 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
(𝑑24)2 + (𝑑25)2 – (𝐿45)2

2 ∗ 𝑑24 ∗ 𝑑25
 

𝑏6 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
(𝐿23)2 + (𝑑24)2 – (𝐿34)2

2 ∗ 𝐿23 ∗ 𝑑24
 

Окончательно получаем: 

𝑎1 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
𝐶𝑥

𝑑16
 

𝑎2 = 𝑏4 + 𝑏5 + 𝑏6 

𝑎3 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
(𝐿23)2 +  (𝐿34)2 – (𝑑24)2

2 ∗ 𝐿23 ∗ 𝐿34
 

𝑎4 = 360 − (𝑏3 + 𝑎3 + 𝑏5 + 𝑏6) 

 

 
 

Автоматизацию расчета предложенного решения 

ОЗК осуществляем путем создания приложения 

Рис.2. 

Подставляя полученные в приложении параметры 

углов (а1, а2, а3, а4) в параметризированную 3D 

модель производим тестирование алгоритма сверяя 

получаемые в приложении расчетные координаты с 

координатами в модели с учетом угла ориентации 

ВЗМ к плоскости (XOY) (Рис.3).  

Рис. 2- Интерфейс приложения и код для расчета ОЗК 

Fig. 2 - The application interface and the code for calculating the UGC 
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Представленное решение не является 

единственным. Задачу можно решить, изначально 

задавая угол XOY направленный как по нормали к 

плоскости XOY, так и задавая его в определенном 

диапазоне. 

Зададим изначально угол XOY = 90°. Тогда: 

𝑑15 = √𝐶𝑥
2 + 𝐶𝑦

2 + 𝐶𝑧
2 

𝑑16 = √𝐶𝑥
2 + 𝐶𝑦

2  

𝑑14 = √𝑑162  + (𝐿45 + 𝐶𝑧)2 

Определяя оставшиеся длины отрезков d25 и d24 

весь дальнейший расчет сводится к различным 

вариациям теоремы косинусов.  

Зададим изначально угол XOY < 90°.Тогда 

определяя по известным формулам длины отрезков 

d15, d16 находим вспомогательные углы b1, b2, 

откуда, зная d15, L12 и b2 рассчитываем d25. Из 

известных значений сторон прямоугольного 

треугольника d25, |Cz – L12|, d16 (т.к. dCz5 = d16) 

определяем угол Delta. Зная d25, L45 и угол (XOY + 

Delta) находим d24. В продолжение расчета, также, 

по теореме косинусов, определяются остальные 

параметры манипулятора.  

 Задача может быть решена и определением 

изначальной относительной ориентацией звеньев в 

пространстве. Так, задавая положение звена L34 

параллельно плоскости XOY и зная угол XOY, 

параметры звена L23 можно рассчитать из формулы: 

√𝐶𝑥
2 + 𝐶𝑦

2 = 𝐿45 ∗ cos(𝑋𝑂𝑌) + 𝐿34 + 𝐿23(|𝑎2 − 90|) 

 

Заключение 

На основе предложенного метода создано 

программное приложение автоматизирующее 

процесс расчета углов относительного положения 

звеньев манипулятора методом ОЗК с учетом 

относительного угла положения ВЗМ к 

горизонтальной поверхности воздействия с 

возможностью наглядной визуализации процесса 

проверки полученных результатов на виртуальной 

параметризированной модели в среде трехмерного 

проектирования. Предложено несколько вариантов 

решения ОЗК, что может быть использовано при 

расчете манипулятора как в условиях ограниченного 

пространства, так и при разработке средств 

параллельного контроля и точности исполнительной 

программы. 
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