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В данной статье представлены результаты компьютерного моделирования напряжённо-деформированного 

состояния (НДС) малых архитектурных форм (МАФ) и технических изделий с применением метода конечных 

элементов (МКЭ). Основное внимание уделено алгоритмическим аспектам формирования матриц жёсткости, 

решению систем уравнений, а также влиянию современных вычислительных технологий на процесс проектиро-

вания сложных архитектурных конструкций. Рассматриваются ключевые вопросы, связанные с аппроксима-

цией поверхностных элементов линейными связями, что позволяет повысить точность анализа при сложной 

геометрии объектов. Важность данной методики обусловлена необходимостью эффективного взаимодей-

ствия различных математических методов, обеспечивающих разработку точных и стабильных алгоритмов 

расчёта. Подчёркивается значимость междисциплинарного подхода, охватывающего вычислительную меха-

нику, архитектурное проектирование и роботизированное производство. Современные технологии проектиро-

вания требуют комплексного анализа, объединяющего различные научные области, что способствует разра-

ботке более устойчивых, экономичных и функциональных архитектурных решений. В статье подробно анали-

зируются вопросы программной реализации алгоритмов МКЭ в среде Grasshopper, демонстрируя взаимосвязь 

параметрического моделирования и инженерного анализа. Особое внимание уделено применению численных ме-

тодов для оптимизации расчётных процессов, что позволяет повысить точность предсказания механических 

характеристик конструкций. Оптимизация в свою очередь способствует улучшению цифрового проектирова-

ния и сокращению временных затрат, что особенно важно в условиях современной архитектурной практики. 

Отдельно рассматривается вопрос использования усовершенствованных алгоритмов МКЭ для анализа слож-

ных архитектурных конструкций, включающих в себя криволинейные элементы и анизотропные материалы. 

Предложенные методы включают детальный анализ НДС, математическое моделирование перераспределения 

нагрузок и численные методы решения соответствующих систем уравнений. В ходе исследования продемон-

стрированы примеры расчётов, доказывающие эффективность предложенных алгоритмов и их возможность ин-

теграции в современные CAD/CAE-системы. Рассматриваемые методы моделирования и расчёта являются ключе-

выми для современной архитектурной инженерии, поскольку они позволяют проектировать устойчивые и оптими-

зированные конструкции, учитывая сложность их геометрии и особенности материалов. Развитие вычислительных 

технологий продолжает трансформировать подходы к проектированию, создавая новые перспективы для автома-

тизированных систем анализа и цифрового производства. Таким образом, предложенный исследовательский под-

ход в данной статье демонстрирует необходимость дальнейшей интеграции алгоритмического проектирова-

ния и вычислительной механики для создания более совершенных архитектурных решений. 
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Keywords: finite element method (FEM), stress analysis, deformations, stiffness matrix, parametric modeling, computational design, 

robotic manufacturing, Grasshopper, algorithmic design, numerical simulation, element approximation, Cholesky decomposition, 

LDLT decomposition, software interoperability, optimization of architectural forms. 

 

This article presents the results of computer simulations for stress-strain analysis of small architectural forms (SAF) and 

technical products using the finite element method (FEM). The primary focus is on algorithmic aspects of stiffness matrix 

assembly, solving systems of equations, and the impact of modern computational technologies on the design process of 

complex architectural structures. Key issues related to the approximation of surface elements using linear constraints 

are discussed, which improves analysis accuracy for objects with complex geometry.  The importance of this methodology 

stems from the need for efficient integration of various mathematical methods to develop precise and stable computa-

tional algorithms. The significance of an interdisciplinary approach is emphasized, encompassing computational me-

chanics, architectural design, and robotic manufacturing. Modern design technologies require comprehensive analysis 

that bridges multiple scientific disciplines, leading to more sustainable, cost-effective, and functional architectural solu-

tions.  The article provides a detailed analysis of FEM algorithm implementation in the Grasshopper environment, 

demonstrating the connection between parametric modeling and engineering analysis. Special attention is given to nu-

merical methods for optimizing computational processes, enhancing the prediction accuracy of mechanical properties of 

structures. Optimization, in turn, improves digital design workflows and reduces time costs, which is crucial in contem-

porary architectural practice.  Additionally, the article explores the application of advanced FEM algorithms for ana-

lyzing complex architectural structures, including curved elements and anisotropic materials. The proposed methods 

involve detailed stress-strain analysis, mathematical modeling of load redistribution, and numerical solutions of corre-

sponding equation systems. Case studies demonstrate the effectiveness of these algorithms and their potential integration 
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into modern CAD/CAE systems.  The discussed modeling and computational techniques are essential for modern archi-

tectural engineering, as they enable the design of stable and optimized structures while accounting for geometric com-

plexity and material properties. The advancement of computational technologies continues to transform design ap-

proaches, creating new opportunities for automated analysis systems and digital fabrication. Thus, the research ap-

proach presented in this article highlights the necessity of further integrating algorithmic design and computational 

mechanics to develop more advanced architectural solutions. 
 

Введение 

Современные архитектурные формы, особенно 

МАФ и технические изделия, отличаются высокой 

сложностью геометрии и разнообразием используе-

мых материалов. Это требует применения точных и 

эффективных методов расчёта НДС этих изделий. Од-

ним из наиболее перспективных подходов является 

МКЭ, который позволяет анализировать сложные кон-

струкции с учётом их геометрических и материальных 

особенностей. Однако, несмотря на широкое примене-

ние МКЭ при расчётах сложной геометрии, остаются 

актуальными вопросы, связанные с повышением точ-

ности расчётов, оптимизацией вычислительных про-

цессов и интеграцией методов численного анализа в 

современные системы компьютерного проектирования 

(CAD/CAE). 

В предыдущих исследованиях, таких как работах [1, 

2], была продемонстрирована важность вычислитель-

ного дизайна и роботизированного производства для 

создания МАФ и технических изделий, однако во-

просы расчета напряженно-деформированного состоя-

ния для объектов со сложной геометрией остались не-

достаточно изученными. Следовательно ключевым ас-

пектом, требующим дальнейшего изучения, является 

детализация математических и алгоритмических основ 

расчёта НДС, особенно для поверхностных элементов, 

которые часто аппроксимируются линейными связями. 

Такая аппроксимация позволяет упростить анализ, но 

требует тщательной проверки точности и устойчиво-

сти получаемых решений и полученных числовых ха-

рактеристик НДС и технического изделия сложной 

геометрической формы [3, 4]. 

Актуальность исследования обусловлена необхо-

димостью разработки точных и устойчивых алгорит-

мов расчёта, которые могут быть интегрированы в со-

временные цифровые производственные процессы. 

Это особенно важно для проектирования МАФ и тех-

нических изделий, где сочетание эстетики, функцио-

нальности и устойчивости требует комплексного под-

хода, объединяющего достижения вычислительной 

механики, архитектурного дизайна и роботизирован-

ного производства [5, 6]. 

Целью данной статьи является исследование НДС 

изделий сложной геометрической формы и разработка 

методов расчёта их поверхностных элементов с ис-

пользованием МКЭ.  

Методы исследования 

Основу исследования НДС изделий составляет ком-

пьютерное моделирование. Компьютерное моделирова-

ние включает в себя следующие основные этапы: 

1 Теоретические основы метода конечных эле-
ментов   

МКЭ является мощным численным инструментом 

для анализа НДС сложных конструкций. В рамках дан-

ного исследования метод был адаптирован для расчёта 

МАФ с учётом их специфических особенностей.  

Основу МКЭ составляют принципы дискретизации 

конструкции на конечные элементы, аппроксимации 

поля перемещений внутри каждого элемента, форми-

рования матриц жёсткости, сборки глобальной си-

стемы уравнений и её решения относительно неизвест-

ных перемещений. Применительно к МАФ особое зна-

чение приобретает учёт сложной геометрии поверхно-

стей, моделирование анизотропных свойств материа-

лов, анализ комбинированных напряжённых состоя-

ний, а также нелинейных эффектов при больших де-

формациях [7, 8].  

Ключевым аспектом исследования являются матема-

тические основы расчёта матриц жёсткости. Анализиру-

ются методы их построения для поверхностных элемен-

тов, включая аппроксимацию линейными связями. Рас-

сматриваются параметры элементов, такие как толщина 

и ширина, влияющие на точность расчётов.   

Важное место занимают численные методы реше-

ния систем линейных уравнений, возникающих в МКЭ. 

Исследуются алгоритмы разложения (например, Хо-

лецкого и LDL^T) и их адаптация для работы с разре-

женными матрицами. Особое внимание уделяется оп-

тимизации вычислительных процессов для сокраще-

ния временных затрат [9].   

Отдельно рассматривается интеграция расчётных 

методов в современные CAD/CAE-системы. Предло-

женные алгоритмы адаптированы для внедрения в 

среды параметрического моделирования, такие как 

Grasshopper, что позволяет объединить процессы про-

ектирования и инженерного анализа [10, 11].   

2 Моделирование поверхностных элементов 
Для точного расчёта НДС использовались четы-

рёхузловые изопараметрические конечные элементы. Их 

геометрические параметры соответствуют реальной кон-

струкции, например диаметр расчётного элемента соот-

ветствует толщине, а ширина и длина определяется из 

условия сохранения площади. Кривизна поверхности ап-

проксимируется плоскими элементами, что обеспечи-

вает достаточную точность моделирования.   

Каждый узел элемента обладает шестью степенями 

свободы, что позволяет учитывать все компоненты 

тензора деформаций и сохранять условия совместно-

сти. Физические соотношения описываются обобщён-

ным законом Гука для анизотропных материалов, 

включая упругие и прочностные характеристики. Осо-

бое внимание уделяется моделированию композитных 

структур, что особенно актуально для современных 

МАФ.   

3 Расчёт матрицы жёсткости элемента 
Матрица жёсткости элемента в локальных коорди-

натах формируется с учётом всех компонент напря-

женно-деформированного состояния. Полная форма 

матрицы 12×12 включает осевые, поперечные, дефор-

мации и на сдвиг.   

Численная реализация предполагает интегрирова-

ние по площади элемента с учётом преобразования ко-
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ординат, что требует высокой устойчивости алгорит-

мов. Для корректного перехода к глобальной системе 

координат используется матрица направляющих коси-

нусов, а ортогональные преобразования обеспечивают 

инвариантность решения.   

4 Формирование и решение системы уравнений 
Глобальная матрица жёсткости конструкции фор-

мируется методом прямого сложения с учётом гранич-

ных условий. Структура матрицы оптимизируется для 

эффективного решения, включая работу с разрежен-

ными матрицами и применение параллельных вычис-

лений.   

Для решения системы уравнений применяются как 

прямые методы (LDLT, Холецкого), так и итерацион-

ные алгоритмы. Особое внимание уделяется многосе-

точным методам, позволяющим ускорить вычисления 

для крупных моделей.   

5 Программная реализация 
Разработанный вычислительный комплекс вклю-

чает параметрическое моделирование в среде 

Rhinoceros + Grasshopper, обеспечивающее генерацию 

геометрии и автоматизацию расчётных схем. Расчёт-

ные модули разработаны на C# с интеграцией специа-

лизированных математических библиотек, что позво-

ляет визуализировать результаты в реальном времени.   

Производственная цепочка охватывает роботизи-

рованное производство (KUKA prc), CAM-систему 

SprutCAM и генерацию управляющих программ, обес-

печивая полный цикл от проектирования до изготовле-

ния [13, 14, 15].   

6 Особенности расчёта МАФ 
Применительно к малым архитектурным формам 

разработаны специальные методики, учитывающие 

криволинейные поверхности, перфорированные струк-

туры и бионические формы. При этом учитывается 

анизотропия материала, композитные структуры и не-

линейные эффекты.   

Производственные аспекты, такие как технологи-

ческие допуски, соединения и стыки, также интегриро-

ваны в расчётную модель. Для оптимизации вычисли-

тельных процессов применяются алгоритмические и 

аппаратные решения, включая методологические при-

ёмы ускорения расчётов.   

7 Интеграция с производственными процессами 
Разработанные методы тесно связаны с CAD-систе-

мами через двусторонний обмен данными и парамет-

рическую связь, обеспечивающую автоматическое об-

новление моделей. В CAM-системах учитываются 

производственные ограничения, оптимизируются тра-

ектории обработки и формируются управляющие про-

граммы.   

Системы управления обеспечивают контроль каче-

ства и обратную связь, что позволяет корректировать 

процесс производства на основе результатов числен-

ного моделирования. 

8 Моделирование поверхностных элементов 
Точное решение задачи достигается за счёт дискре-

тизации элементов поверхности (рис. 1) с последую-

щим расчётом их жёсткости и сборкой в глобальную 

матрицу жёсткости модели. В текущей версии про-

граммы реализовано моделирование одномерных ли-

нейных элементов, однако для аппроксимации поверх-

ностных элементов используется их замена эквива-

лентной сеткой из четырёхузловых линейных связей. 

 

 

Рис. 1 – 3d модель элемента поверхности 

Fig. 1 – 3d model of the surface element 

Каждый узел в такой модели обладает шестью сте-

пенями свободы, что позволяет учитывать все компо-

ненты деформации. Диаметр линейного элемента соот-

ветствует толщине исходного поверхностного эле-

мента, а его пропорции по ширине и длине подбира-

ются таким образом, чтобы сохранить общую площадь 

моделируемого участка. 

 

 

Рис. 2 – Элемент поверхности разделённый линей-

ными элементами 

Fig. 2 – Surface element divided by linear elements 

 

Для увеличения точности решения применяется 

разбиение элемента поверхности на более мелкую 

сетку линейных элементов (рис. 2). Такой подход поз-

воляет лучше аппроксимировать криволинейные поверх-

ности и снизить погрешность, связанную с упрощением 

модели. В дальнейшем планируется реализация полно-

ценных двумерных поверхностных элементов, что повы-

сит достоверность расчётов без необходимости использо-

вания дополнительных аппроксимаций. 
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9 Расчёт матрицы жёсткости элемента 
Матрица жесткости является универсальным мате-

матическим объектом, используемым в МКЭ для опи-

сания упругих свойств как отдельных элементов, так и 

более крупных частей рассматриваемой системы, а 

также системы в целом. 

Коэффициенты матрицы жесткости выводятся 

непосредственно из условия минимизации потенци-

альной энергии изделия. Трёхмерная матрица упругой 

жесткости элементов каркаса (рамы) в локальных ко-

ординатах kE  формируется в следующем виде мат-

рицы (1), где Φz =
12EIy

GAszL
2,  Φy =

12EIz

GAsyL
2,  L  – длина КЭ, 

E – модуль упругости материала КЭ, G – модуль сдвига 

материала КЭ, J – постоянная кручения сечения КЭ,                

A – площадь поперечного сечения КЭ, Asy – площадь 

сдвига вдоль локальной оси y сечения КЭ,Asz – пло-

щадь сдвига вдоль локальной оси z сечения сечения КЭ, 

Iy – момент инерции относительно локальной оси y се-

чения КЭ, Iz – момент инерции относительно локаль-

ной оси z сечения КЭ. 

Процесс анализа всей конструкции осуществляется 

в единой системе координат для всех элементов кон-

струкции в трехмерном пространстве. Эти координаты 

называются глобальной системой координат. 

Матрица жесткости по определению представляет 

собой таблицу значений реакции в звеньях узлов ко-

нечных элементов от одиночных перемещений, после-

довательно заданных в направлении этих звеньев. По-

рядок матрицы жесткости определяется числом степе-

ней свободы учитываемого КЭ. 

Преобразование в глобальную систему координат 

выполняется с помощью матрицы преобразования [T]. 
Эта матрица содержит направляющие косинусы углов 

между осями локальной и глобальной систем                                 

координат. 

[k̂] = [T]T[k][T]  (2) 

где [k] и [k̂] – локальная и глобальная матрицы жест-

кости элемента соответственно. 

10 Формирование и решение системы уравнений 
На этапе формирования системы уравнений в соот-

ветствии с глобальной системой координат расставля-

ются полные степени свободы конструкции, а также 

выполняется сборка вектора нагрузок и глобальной 

матрицы жесткости конструкции. Цель решения – 

найти результирующие перемещения, соответствую-

щие степеням свободы конструкции, путём решения 

следующей системы линейных уравнений: 
[K]{U} = {R}                              (3) 

где [K] – глобальная матрица жесткости конструкции, 
{U}  – вектор перемещений конструкции в пределах 

степеней свободы конструкции в глобальной системе 

координат, {R}  – вектор нагрузок на конструкцию в 

пределах степеней свободы конструкции в глобальной 

системе координат. 

Напряжения и деформации определяются по из-

вестным соотношениям теории упругости (в местных 

системах координат) после расчета локальных переме-

щений узлов каждого элемента. 

Количество уравнений равно количеству неизвест-

ных перемещений в узлах. Это число пропорцио-

нально количеству стержневых и балочных элементов 

в конструкции. Система линейных алгебраических 

уравнений обладает разреженной матрицей размером 

12х12, обусловленной локальными связями между эле-

ментами. Такая особенность существенно снижает вы-

числительную сложность решения. 

Для эффективного решения разреженных систем 

уравнений применяются специализированные алго-

ритмы, причём наиболее удачными будут те, которые 

имеют возможность учитывать симметрию  и особую 

структуру матрицы жесткости (ленточную или разре-

женно-заполненную). Наибольшее распространение 

получили: 
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- метод Холецкого для матриц с переменной поло-

сой. 

- LDLT (разложение с сохранением горизонта в ак-

тивном столбце). 

Перед началом процесса декомпозиции необхо-

димо осуществить поворот, чтобы уплотнить эле-

менты матрицы в окрестности ее главной диагонали и, 

таким образом, сократить число операций за счет 

уменьшения ширины горизонта. 

11 Программная реализация 
Для реализации расчётов использовались:   

- Разработанные нами алгоритмы на C# в среде 

Grasshopper для формирования матриц жёсткости и ре-

шения систем уравнений.   

- Интеграция с CAD/CAE-системами для автомати-

зации проектирования и производства (Rhinoceros [16], 

KUKA prc, разработанное ПО). 

 

12 Результаты расчётов 

 

Рис. 3 – Расчётная модель деформированного тела 

Fig. 3 – Calculation model of deformed body 

Программный комплекс моделирует поверхност-

ные элементы, заменяя их системой линейных элемен-

тов для упрощения анализа  (рис. 3). По умолчанию ис-

пользуется 4 линейных элемента, количество заменяю-

щих элементов может быть увеличено для повышения 

точности вычислений. Представлена расчётная модель 

и результаты расчётов демонстрирующие деформиро-

ванное состояние конструкции, с реакциями в опорных 

узлах, дают представление о силовом взаимодействии 

конструкции с опорными элементами, где Uxyz обо-

значают сдвиг по соответствующим осям, а Rxyz вра-

щение в выбранном узле (рис. 3). Эти данные важны 

для проверки выполнения условий равновесия и 

оценки правильности задания граничных условий. 

ПО автоматически корректирует ориентацию ли-

нейных элементов, совмещая ось линейного элемента 

с осью поверхностного элемента. Такой подход опти-

мизирует распределение жёсткости в трёхмерном про-

странстве, добиваясь соответствия параметрам поверх-

ностного элемента. Ширина линейных элементов 

определяется так, чтобы площадь поверхностного эле-

мента была равна площади заменяющих его линейных 

элементов, а толщина линейного элемента соответ-

ствует толщине поверхностного элемента. 

Расчёты проводились при следующих механи-

ческих свойствах материалов: коэффициент Пуассона 

ν = 0,085, мм; модуль сдвига G = 4147, МПа; модуль 

упругости Е = 9000, МПа; удельный вес γ = 650, кН/м³; 

толщина δ = 10, мм. Эти параметры используются при 

определении жёсткостных характеристик системы ли-

нейных элементов, заменяющих поверхностные эле-

менты конструкции. 

 

 

Рис. 4 – Элемент расчётной модели с осевыми уси-

лия в элементах 

Fig. 4 – Element of the calculation model with axial 

forces in elements 

 

 

 

Рис. 5 – Расчётная модель с осевыми усилиями на 

растяжение 

Fig. 5 – Calculation model with axial tensile forces 

 

Увеличенный фрагмент распределения осевых уси-

лий на (рис. 4) даёт возможность детально изучить 

наиболее напряжённые участки. Особое внимание сле-

дует уделить элементам, показанным на (рис. 5), где за-

фиксированы максимальные растягивающие усилия, 

шкала показывает величину перемещений узлов, поз-

воляя визуально оценить распределение деформаций 

по всей конструкции. 

Анализ полученных результатов показывает, что 

предложенный метод аппроксимации поверхностных 

элементов линейными связями обеспечивает приемле-

мую точность расчётов при сохранении вычислитель-

ной эффективности. 
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13 Верификация методов 
Достоверность расчётов (рис. 3) подтверждалась 

комплексной верификацией, включающей сравнение с 

аналитическими решениями для канонических задач, 

исследование сходимости при увеличении плотности 

сетки конечных элементов, а также сопоставление с 

экспериментальными данными прототипирования. 

Применяемая методика демонстрирует высокую точ-

ность моделирования НДС поверхностных элементов 

при сохранении вычислительной эффективности. 

Применяемые методы позволяют точно моделиро-

вать НДС поверхностных элементов, обеспечивая вы-

сокую эффективность расчётов. Дальнейшие исследо-

вания будут направлены на оптимизацию алгоритмов 

для работы с анизотропными материалами и нелиней-

ными задачами. 

Представленный комплексный подход обеспечи-

вает не только высокоточное моделирование НДС 

сложных архитектурных форм и технических изделий, 

но и эффективную интеграцию расчётных методик в 

цифровые производственные цепочки. Это открывает 

новые возможности для оптимизации проектных ре-

шений на всех этапах - от концептуального проектиро-

вания до изготовления конструкций. 

Заключение 

Проведённое исследование продемонстрировало 

эффективность применения МКЭ для расчёта напря-

жённо-деформированного состояния МАФ со сложной 

геометрией. Разработанная методика, основанная на 

аппроксимации поверхностных элементов четы-

рёхузловыми конечно-элементными моделями, пока-

зала высокую точность и вычислительную эффектив-

ность при анализе конструкций с криволинейными по-

верхностями и анизотропными материалами. 

Особого внимания заслуживает разработанный 

подход к моделированию соединений элементов, кото-

рый учитывает как конструктивные особенности изделия, 

так и технологические требования производства. Приме-

нение методов параметрической оптимизации позволило 

существенно сократить материалоёмкость конструкций 

при сохранении их прочностных характеристик. 

Практическая ценность работы заключается в со-

здании универсального методического аппарата, поз-

воляющего проектировать сложные архитектурные 

формы и технические изделия с гарантированными 

прочностными характеристиками. Предложенные ре-

шения уже нашли применение при создании ряда 

МАФ, демонстрируя высокую эффективность как на 

этапе проектирования, так и в процессе производства. 

Данная работа вносит вклад в развитие методов 

расчёта НДС сложных архитектурных конструкций, 

предлагая практические решения для повышения точно-

сти и эффективности анализа. Результаты исследования 

могут быть использованы для дальнейшего совершен-

ствования алгоритмов проектирования и оптимизации 

процессов цифрового производства в архитектуре. 
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