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Статья посвящена исследованию прикладной модели из области робототехники, которая математически фор-

мализуется как вырожденная задача оптимального управления с разрывными траекториями. Инструментом 

исследования являются необходимые условия оптимальности первого порядка в форме обобщенного принципа 

максимума и условия Келли. Целью исследования является анализ вырожденной задачи оптимального управле-

ния движением робота-манипулятора с двумя звеньями и тремя степенями свободы. Задача характеризуется 

линейной зависимостью динамики робота от управляющих воздействий, что исключает возможность приме-

нения классического принципа максимума Понтрягина и требует перехода к теории импульсного управления. В 

качестве объекта исследования выступает робот-манипулятор с двумя звеньями, одно из которых переменной 

длины (телескопическое). Его кинетическая энергия описывается вырожденной квадратичной формой скоро-

стей. Уравнения движения выводятся из уравнений Лагранжа и приводятся к аффинной по управлению системе 

дифференциальных уравнений. Последняя представляет собой так называемую систему с дефицитом управле-

ния, поскольку число степеней свободы в ней превосходит число управляющих воздействий. Для качественного 

анализа задачи применяются методы теории оптимального импульсного управления в форме принципа макси-

мума для обобщенных импульсных процессов и траекторий ограниченной вариации. В ходе проведенного иссле-

дования модели получен синтез нелинейного закона импульсного управления роботом-манипулятором с учетом 

энергосбережения. Кроме того, доказано, что структура этого управления характеризуется наличием двух 

импульсов. Полученное решение задачи в классе импульсных процессов демонстрирует, что для достижения 

предельного быстродействия в системах с дефицитом управления характерно скачкообразное изменение ско-

ростей. Результаты работы могут найти применение при проектировании энергоэффективных алгоритмов 

управления быстродействующими промышленными роботами и медицинскими манипуляторами. 
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This article examines an applied model in the field of robotics, which is mathematically formalized as a degenerate 

optimal control problem with discontinuous trajectories. The analysis relies on first-order optimality conditions in the 

form of the generalized maximum principle and the Kelly conditions. The aim of the study is to analyze a degenerate 

optimal control problem for the motion of a two-link robotic manipulator with three degrees of freedom. The problem is 

characterized by a linear dependence of the robot’s dynamics on control inputs, which precludes the application of the 

classical Pontryagin maximum principle and requires a transition to impulse control theory. The object of study is a two-

link manipulator robot, one of whose links is of variable length (telescopic). Its kinetic energy is described by a degen-

erate quadratic form of velocities. The equations of motion are derived from the Lagrangian equations and reduced to 

an affine system of differential equations with respect to control. The latter constitutes a so-called undercontrolled sys-

tem, since the number of degrees of freedom in it exceeds the number of control inputs. For a qualitative analysis of the 

problem, methods of optimal impulse control theory are applied in the form of the maximum principle for generalized 

impulse processes and trajectories of limited variation. In the course of the study of the model, a synthesis of a nonlinear 

impulse control law for a robotic manipulator was obtained, taking energy conservation into account. Furthermore, it is 

proven that the structure of this control is characterized by the presence of two impulses. The solution obtained for the 

problem in the class of impulse processes demonstrates that, to achieve maximum speed in systems with a control deficit, 

a step-like change in velocities is characteristic. The results of this work can be applied in the design of energy-efficient 

control algorithms for high-speed industrial robots and medical manipulators. 

 

Введение 
 

Современный этап развития промышленной и сер-

висной робототехники характеризуется переходом к 

высокоскоростным и энергосберегающим технологи-

ческим процессам. Роботы-манипуляторы, функцио-

нирующие в составе гибких производственных ячеек, 

медицинских комплексов или космических аппаратов 

могут применяться в труднодоступных или опасных 

для человека местах. Их внедрение, например, в хими-

ческой отрасли обеспечивает защиту человека от ток-

сичных веществ, экстремального температурного ре-

жима, радиации, высокую точность операций, ускоре-

ние лабораторных исследований и оптимизацию про-

мышленных процессов в целом. 

Манипулятор – это механическая система, состоя-

щая из нескольких звеньев, соединенных шарнирами. 

Математически движение манипуляторов формализу-

ется в виде сложных систем дифференциальных урав-

нений. а управление ими – в виде обобщенных, им-

пульсных воздействий [1].  

Изучение влияния импульсных воздействий на си-

стемы, рассматриваемые в различных прикладных об-

ластях, актуально в течение последних пятидесяти лет 

[2-8]. Причина использования импульсного управле-

ния перемещением манипуляторов обусловлена тем, 
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что управляющие воздействия на них фактически при-

ходятся на моменты времени, которые по длительно-

сти малы по сравнению с промежутками времени, по-

траченными на само их перемещение [1].  Формализа-

ция этих воздействий и приводит к наличию дельта-

функций [9] в структуре управлений, в момент воздей-

ствия которых скорости звеньев манипулятора изменя-

ются скачком. 

Классическая теория оптимального управления та-

кими объектами базируется на принципе максимума 

Л.С. Понтрягина и методе динамического программи-

рования Р. Беллмана [10,11]. Однако в прикладных за-

дачах нередко встречаются ситуации, когда уравнения 

движения оказываются линейными относительно ча-

сти управляющих воздействий, а функционал качества 

не зависит явно от их величины. В частности, приме-

ром может служить задача управления манипулятором 

с изменяемой геометрией звеньев, где силы и моменты, 

развиваемые приводами, могут быть формально не 

ограничены, а динамика системы допускает мгновен-

ное изменение конфигурации [12]. Подобные поста-

новки классифицируются как вырожденные (нерегу-

лярные) [10, 13-15]. 

Применение стандартных необходимых условий 

оптимальности в таких задачах приводит к тривиаль-

ным или разрывным решениям, не имеющим физиче-

ского смысла в классе абсолютно непрерывных функ-

ций. Как показано в работах В.И. Гурмана, В.Ф. Кро-

това, В.А. Дыхты [9, 10, 14], для адекватного описания 

подобных процессов необходимо расширение исход-

ной задачи на класс импульсных управлений и траек-

торий ограниченной вариации. Математически это со-

ответствует замене обычных управлений обобщен-

ными функциями (мерами), а траекторий – функциями, 

допускающими скачки. 

Под импульсным управлением понимается распре-

деление вида 𝑣 = 𝐷𝑤, где 𝐷 – оператор обобщенного 

дифференцирования,  а 𝑤 – измеримая ограниченная 

функция [9]. Такие управления возникают при расши-

рении классических задач динамической оптимизации 

с неограниченным множеством управлений, в которых 

экстремум в классе обычных измеримых управлений и 

абсолютно непрерывных траекторий не достигается 

[14]. В частности, при наличии полуограниченного 

управления 𝑢 ≥ 0 расширенный класс импульсных 

управлений состоит из неотрицательных мер Стильть-

еса 𝑣 = 𝐷𝑤, где  𝑤 – функция ограниченной вариации. 

Цель исследования – разработка оптимального по 

быстродействию управления движением робота-мани-

пулятора. Требуется синтезировать закон управления 

такой механической системой, который обеспечивает 

минимальное время переходного состояния, при нали-

чии ограничений на ускорения звеньев. 

 

Описание и формализация модели 
 

Рассматривается управляемая механическая си-

стема, состоящая из невесомого стержня 𝑂𝐴 фиксиро-

ванной длины 𝑙 > 0, вращающегося в вертикальной 

плоскости вокруг неподвижного шарнира 𝑂. Поред-

ством цилиндрического шарнира в точке 𝐴 к стержню 

прикреплен второй невесомый стержень 𝐴𝐵 перемен-

ной длины 𝑟(𝑡). Масса всей системы считается сосре-

доточенной в точках 𝐴 и 𝐵, что соответствует массам 

𝑚1 и 𝑚2.  Для упрощения выкладок допустим, что вы-

полняется условие 𝑙 = 1. Влиянием сил трения в шар-

нирах и поступательной паре, обеспечивающей изме-

нение длины стержня  𝐴𝐵, можно пренебречь. 

Конфигурационное пространство описанной си-

стемы описывается вектором обобщенных координат 

𝑞 = (𝜃, 𝜑, 𝑟).  Здесь 𝜃 и 𝜑 – угол поворота первого 

звена относительно вертикали и относительный угол 

между звеньями 𝑂𝐴 и 𝐴𝐵 соответственно, 𝑟 = 𝑟(𝑡) – 

длина звена 𝐴𝐵. Таким образом, рассматривается  дву-

звенный манипулятор c тремя параметрами свободы: 

углами  𝜃 и 𝜑 и длиной одного из звеньев 𝑟(𝑡) [12]. 

Движение робота-манипулятора описывается сле-

дующей системой: 

𝛼11(𝜑)𝜃̈ + 𝛼12(𝜑)𝜑̈ = 𝑈1 + 𝑈2,

𝛼12(𝜑)𝜃̈ + 𝛼22𝜑̈ = 𝑈2,
         (1) 

 

в которой  

𝛼11(𝜑) = (𝑚1 + 𝑚2)𝑙2 + 𝑚2𝑟2 + 2𝑚2𝑙𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑,  
𝛼12(𝜑) = 𝑚2𝑟2 + 𝑚2𝑙𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑, 

𝛼22 = 𝑚2𝑟2, 
 𝑈1, 𝑈2 – управляющие воздействия, приложенные к 

шарнирам. 

Уравнение динамики мощности имеет вид: 

𝐴̇ = (𝑈1 + 𝑈2)𝜃̇ + 𝑈2𝜑.̇                    (2) 

Поставим задачу– найти изменения управляющих 

моментов 𝑈1, 𝑈2, обеспечивающие наименьшие энер-

гетические затраты 𝐴(𝑇) на перемещение   робота-ма-

нипулятора из начального состояния 𝜃(0) = 𝜃0,  

𝜃̇(0) = 0,  𝜑(0) = 𝜑0,  𝜑̇(0) = 0 в конечное – 𝜃(𝑇) =

𝜃𝑇 ,  𝜃̇(𝑇) = 0,  𝜑(𝑇) = 𝜑𝑇 ,  𝜑̇(𝑇) = 0 [12]. 

Для приведения задачи к более компактному виду 

введем обозначения: для фазовых переменных – 𝑥 =
(𝑥1, 𝑥2) = (𝜃, 𝜑),  𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) = (𝜃̇, 𝜑̇),  𝑧 = 𝐴, для 

управлений – 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) = (𝜃̈, 𝜑̈),  
и симметрическую матрицу 

𝐵(𝑥) = 𝐵(𝑥2) = (
𝛼11(𝜑) 𝛼12(𝜑)

𝛼12(𝜑) 𝛼22
). 

Легко проверить, что она положительно опреде-

лена (см. (1)). 

Исключая управляющие моменты 𝑈1, 𝑈2 из си-

стемы (1), запишем поставленную задачу в виде 

𝑧(𝑇) → 𝑖𝑛𝑓, 
𝑥̇ = 𝑦, 𝑥(0) = 0, 𝑥(𝑇) = 𝑥𝑇 ,

𝑦̇ = 𝑢, 𝑦(0) = 𝑦(𝑇) = 0,

𝑧̇ = 〈𝐵(𝑥)𝑦, 𝑢〉, 𝑧(0) = 0.

   (3) 

Здесь 𝑥0 = (𝜃0, 𝜑0), 𝑥𝑇 = (𝜃𝑇 , 𝜑𝑇).  
Далее рассмотрим задачу (3), предполагая что 

управления 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2)  являются импульсными. 

Легко проверить, что в данной модели выполняется 

условие Фробениуса [10]: 

𝐺𝑥
1𝐺2 = 𝐺𝑥

2𝐺1 = (0,0,0,0, 𝛼12), 
что позволяет применить обобщенный принцип макси-

мума [9, 10].  

Исследование модели 
 

Запишем функцию Гамильтона для задачи (3)  

𝐻 = 〈𝜓𝑥 , 𝑦〉 + 〈𝜓𝑦 , 𝑢〉 + 𝜓𝑧〈𝐵(𝑥)𝑦, 𝑢〉, 
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где  𝜓 = (𝜓𝑥 , 𝜓𝑦 , 𝜓𝑧)  − вектор сопряжённых перемен-

ных,  и на ее основе –  условия стационарности  

𝐻𝑢 = 𝜓𝑦 + 𝐵(𝑥)𝑦  на [0, 𝑇],              (4) 

 

𝐻̇𝑢 = 𝜓̇𝑦 − (𝐵(𝑥)𝑦)𝑥𝑥̇ − 𝐵(𝑥)𝑦̇ =

= −𝜓𝑥 − (𝐵(𝑥)𝑦)𝑥𝑦  на (0, 𝑇).       
       (5) 

 

Из автономности задачи следует условие постоян-

ства 

𝐻0 = 〈𝜓𝑥 , 𝑦〉 = 𝐶1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  на (0, 𝑇).     (6) 

 

Анализ необходимых условий оптимальности 

управления дал следующие результаты: 

1) Экстремали задачи  нормальны, поэтому в усло-

виях (4)-(6) 𝛼0 = 1,  𝜓𝑧 ≡ −1 на отрезке [0, 𝑇]. 
2) При 𝑡 ∈ (0, 𝑇) траектории проходят по особой 

поверхности фазового пространства, заданной уравне-

ниями, полученными из соотношений (5) и (6), 

 
〈𝑦, (𝐵(𝑥)𝑦)𝑥𝑦〉 = 𝑦1𝑦2(𝑦1 + 𝑦2)𝑠𝑖𝑛𝑥2 = 𝐶1,   (7) 

 

𝑚2𝑟1𝑟2𝑦2(2𝑦1 + 𝑦2)𝑠𝑖𝑛𝑥2 = 𝐶2.         8) 

 

3)  Внутри промежутка (0, 𝑇) имеет место интервал 

Δ особости управления 𝑢, на котором оно не содержит 

импульсов.  

4) Дифференцирование условия  (6) по переменной 

𝑡 (𝐻̈𝑢 = 0)   приводит к системе из двух линейных ал-

гебраических уравнений с вектором неизвестных 𝑢 =
(𝑢1, 𝑢2) 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝑙(𝑥, 𝑦).                    (9) 

 

Здесь  𝑙(𝑥, 𝑦) = −𝑚2𝑟1𝑟2𝑐𝑜𝑠𝑥2 (
𝑦2

2(2𝑦1 + 𝑦2)

𝑦1𝑦2
2 ), 

𝑀(𝑥, 𝑦) = (𝐻̈𝑢)
𝑢

= 

= −2𝑚2𝑟1𝑟2𝑠𝑖𝑛𝑥2 (
𝑦2 𝑦1 + 𝑦2

𝑦1 + 𝑦2 𝑦1
)      (10) 

 

Исследование на оптимальность особого управле-

ния на интервале Δ связано с выполнением обобщен-

ного условия Келли для импульсно-особых экстрема-

лей [15], или, а именно, с неотрицательной определен-

ностью матрицы (10) на этом интервале.  

Это условие имеет место либо при 𝑠𝑖𝑛𝑥2 ≥ 0, либо 

при 𝑠𝑖𝑛𝑥2 ≤ 0,  причем, в силу невырожденности мат-

рицы 𝑀(𝑥, 𝑦),  
𝑠𝑖𝑛𝑥2 ≠ 0,   𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ≠ (0,0).        (11) 

При выполнении этих требований совместная си-

стема (9) в качестве ее единственного решения дает 

синтезирующее управление на особой поверхности (7), 

(8) [3] 
 

𝑢̅(𝑥, 𝑦) = (
𝑢̅1(𝑥, 𝑦)

𝑢̅2(𝑥, 𝑦)
) =

1

2(𝑦1𝑦2 − (𝑦1 + 𝑦2)2)
× 

× (
−𝑦1

2𝑦2
2𝑐𝑡𝑔𝑥2

𝑦2
2(𝑦1

2 + (𝑦1 + 𝑦2)2)𝑐𝑡𝑔𝑥2

)            (12) 

 

5) задача (3) имеет решение только при выполнении 

строгого условия Келли (то есть при положительной 

определенности матрицы (10)), что обеспечивается 

условиями 

𝑥2(𝑡) ∈ (−
𝜋

2
, 0),   𝑦(𝑡) < 0  на Δ,       (13) 

причем  𝑢̅1 < 0,  𝑢̅2 > 0  на особой поверхности (7), (8).  

6) Пункт 4) влечет, что начальная и конечная точки 

траектории не лежат на особой поверхности (7), (8), 

что говорит о наличии терминальных импульсов экс-

тремального управления. 

7) при выполнении условия (13) получена струк-

тура единственной экстремали: за счет импульса 

управления величины 𝑢0 < 0 в начальный момент вре-

мени 𝑡 = 0  фазовая компонента 𝑦(𝑡)  претерпевает 

разрыв со скачком 𝑦(0 +) < 0 (компонента  𝑥 при этом 

остается непрерывной). Величина импульса 𝑢0 управ-

ления находится из условия: компонента траектории 

𝑥(𝑡)   к моменту времени  𝑡 = 𝑇  должна стать равной 

𝑥𝑇 ,  а компонента 𝑦(𝑡) в этот же момент конечным им-

пульсом величины 𝑢𝑇 > 0 из положения 𝑦(𝑇 − 0) 

мгновенно перебрасывается скачком в конечное значе-

ние 𝑦(𝑇) = 0. Тем самым, граничные условия задачи 

(3) выполнены. Заметим, что для найденной экстре-

мали существует минимизирующая последователь-

ность обычных допустимых управлений, аппроксими-

рующих терминальные импульсные воздействия. 

8) при нарушении условия (13) исключается суще-

ствование экстремалей, вырожденных по обеим ком-

понентам управления или по одной из них. Получен-

ное решение задачи (3) является процессом с разрыв-

ными траекториями и импульсным управлением, по-

скольку компоненты управления фактически пред-

ставляют собой производные от скоростей и могут 

принимать граничные значения сколь угодно долго, 

что не противоречит законам механики и соответ-

ствует мгновенному приложению ударной силы. В ре-

альной механической системе это интерпретируется 

как приложение предельно допустимого по прочности 

конструкции ускорения [1].  

Заключение 

Проведенное исследование иллюстрирует эффек-

тивность приложения теории оптимального импульс-

ного управления для решения задач управления робо-

тами-манипуляторами. Практическая значимость по-

лученных результатов заключается в обосновании воз-

можности использования режимов импульсного быст-

родействия (или энергосбережения) для манипулято-

ров в промышленной сфере, химико-фармацевтиче-

ском производстве, медицине. Предложенный подход 

может быть распространен на более сложные кинема-

тические схемы, включая избыточные манипуляторы и 

системы с упругими сочленениями. Перспективными 

направлениями дальнейших исследований представля-

ются доказательство оптимальности полученной экс-

тремали, а также решение задач управления манипуля-

торами с более сложными характеристиками и синтез 

регуляторов, реализующих кусочно-постоянные 

управления с переключениями, аппроксимирующие 

найденные импульсные режимы с учетом реальных 

ограничений на мощность приводов. 
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